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Resumo

As cépulas permitem capturar relagoes complexas e nao lineares entre as varidveis, sendo
por isso uma importante ferramenta para lidar com fenémenos financeiros. Desta forma, o
modelo cépula-GARCH é uma abordagem que combina cépulas com o modelo GARCH para
analisar a dependéncia e volatilidade em séries temporais financeiras. Este ¢ um modelo
mais preciso que os modelos tradicionais, nomeadamente para o calculo do VaR uma vez que
captura as relagoes entre as variaveis.

Neste estudo é feita uma andlise deste modelo em cinco indices (FTSE 100, Nikkei,
S&P 500, STOXX 600 e PHLX GOLD/SILVER), onde se inclui o calculo do VaR. Desta
forma, concluimos que a utilizagao da cépula t-student em conjunto com o modelo GARCH-t
representa de forma precisa as complexas relagoes financeiras.

Palavras-chave: Fungoes cépula, Cépulas, Modelo GARCH, Modelo Cépula-GARCH
Classificagao JEL:G14, G17






Abstract

Copulas make it possible to capture complex, non-linear relationships between variables and
are an important tool for dealing with financial phenomena. Thus, the copula-GARCH
model is an approach that combines copulas with the GARCH model to analyze dependence
and volatility in financial time series. This is a more accurate model than traditional models,
particularly for compute VaR, since it captures the relationships between variables.

This study analyzes this model on five indices (FTSE 100, Nikkei, S&P 500, STOXX
600 and PHLX GOLD/SILVER), including the calculation of VaR. We therefore conclude
that the use of the t-student copula with the GARCH-t model accurately represents complex
financial relationships.

Keywords: Copula functions, Copulas, GARCH Model,Copula-GARCH Model
JEL Classification:G14, G17
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CAP{TULO 1

Introducao

O Value at Risk (VaR) é um método amplamente utilizado para estimar o risco em operagoes
financeiras. Ele representa a maior perda esperada num determinado horizonte temporal,
com base num dado nivel de confianga.

Embora o VaR seja uma medida comum para quantificar o risco de mercado, quando
aplicado a carteiras de ativos ele admite uma dependéncia linear entre os retornos dos ativos,
o que muitas vezes nao reflete a realidade. Adicionalmente, a distribuicao dos retornos
financeiros geralmente possui caudas mais pesadas do que a distribuicao normal reflete,
aumentando a probabilidade de eventos extremos.

Quando lidamos com variaveis aleatorias queremos entender como essas variaveis estao
relacionadas entre si. As fungoes cépulas fornecem uma forma de modelar parametricamente
essa relacao, separando-a da especificacao das distribuicoes marginais de cada variavel.

Uma das particularidades que torna as copulas especiais é a sua capacidade de capturar
relagoes complexas e nao lineares entre variaveis. Esta caracteristica torna-as particular-
mente adequadas para lidar com fenémenos financeiros complexos, onde a dependéncia entre
ativos pode variar sob diferentes condi¢oes de mercado.

A distribuicao de probabilidade conjunta representa a probabilidade de duas ou mais
varidveis aleatérias (X, Y, ...) caifrem numa faixa especifica ou num conjunto discreto de
valores especificos. Quando lidamos com apenas duas variaveis, a distribuicao é designada
bivariada, quando temos um maior nimero de variaveis aleatérias, a distribuicao é multiva-
riada.

Com o objetivo de obter uma representacao mais precisa da realidade, descrevemos a dis-
tribuicao conjunta dos retornos de ativos, especificando as distribuicoes marginais e usando
copulas para modelar a relacao entre esses retornos.

Uma das vantagens das cépulas é a capacidade de isolar a estrutura de dependéncia
da estrutura da distribuicao marginal. Isto significa que as cépulas podem ser aplicadas a
qualquer distribui¢ao marginal e podemos considerar marginais diferentes para cada retorno.

As cépulas tém varias formas, desde a Gaussiana, usada quando a dependéncia é aproxi-
madamente linear, até as Arquimedianas, mais adequadas para modelar relacées nao lineares
e distribui¢oes com caudas pesadas.

O modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) é uma
ferramenta essencial na modelacao da volatilidade em séries temporais financeiras. Este
modelo permite capturar a volatilidade condicional, reconhecendo que a volatilidade dos
precos dos ativos pode variar ao longo do tempo.

O modelo é amplamente utilizado em financas para prever a volatilidade futura dos ativos,
uma informagao crucial para a gestao de riscos e para a tomada de decisoes de investimento.

O modelo cépula-GARCH combina as cépulas com o modelo GARCH, permitindo mo-
delar simultaneamente a dependéncia e a volatilidade em séries temporais financeiras. Este



modelo é especialmente importante em financas uma vez que ajuda a compreender melhor
os riscos associados as carteiras e a tomar decisoes de investimento mais informadas.

No entanto, é importante mencionar que apesar da sua utilidade, o modelo cépula-
GARCH tem desafios. A sua principal limitagao é a necessidade de haver dados histéricos de
qualidade, uma vez que este modelo depende da precisao das estimativas de dependéncia e
volatilidade. Além disso, a complexidade computacional pode ser uma barreira em cenarios
onde se lida com grandes volumes de dados.

Resumindo, as copulas e o modelo cépula-GARCH sao ferramentas essenciais na mo-
delagao da dependéncia estatistica e da volatilidade condicional em finangas. Desempenham
um papel crucial na gestao de riscos, alocacao de ativos e previsao de volatilidade em mer-
cados financeiros complexos. A medida que os mercados evoluem, o modelo cépula-GARCH
continua a ser uma abordagem valiosa para a analise de riscos e a gestao de portefélio num
ambiente financeiro dinamico.

Ao longo da sua histdria, a teoria das cépulas passou por uma notavel evolugao, tornando-
se um instrumento essencial para modelar a dependéncia entre variaveis aleatérias em diver-
sas areas.

Reconhecendo a importancia deste tema, a investigacao nesta tese de mestrado tem
como principal objetivo explorar uma abordagem alternativa aos modelos tradicionais. O
modelo cépula-GARCH incorpora a nao linearidade do retorno dos ativos e tem em conta
a forma como as variaveis interagem entre si. Desta forma, serao analisados cinco indices
de agoes: FTSE 100, Nikkei 225, S&P500, STOXX 600, PHLX GOLD/ SILVER. Os cinco
indices foram escolhidos tendo em conta a sua importancia no mercado internacional e a sua
diversificacao.

Esta dissertacao consiste numa aplicacao especifica dos modelos cépula-GARCH, para tal
serd necessario comecar por aplicar os modelos GARCH aos retornos dos ativos para depois
o modelar a uma cépula. No nosso estudo abordamos as cépulas Gaussiana, t-student,
Clayton, Frank e de Gumbel calculando os seus parametros e indicadores como o Critério
de Informagao de Akaike e o Critério de Informacao Bayesiano que nos irao indicar qual o
melhor modelo para o nosso estudo.

Durante este trabalho e tendo por base a anélise de varios modelos GARCH, identificamos
a copula t-student com o modelo GARCH-t como a abordagem mais apropriada a nossa
andlise. Este resultado confirma as conclusoes retiradas de estudos anteriores e o énfase
dado a cépula t-student nos modelos financeiros. Mostrando também que calcular o VaR
por este método, em vez de optar por um método mais tradicional, conduz a valores mais
precisos.

Para além desta seccao, o estudo esta organizado em cinco capitulos. No capitulo 2 ¢é
apresentada uma revisao da literatura e da evolugao do estudo das cépulas. O capitulo 3
centra-se nos conceitos e metodologias utilizados no processo de calibracao dos modelos
GARCH e das cépulas. No capitulo 4 encontra-se a descricao dos dados e parametros
estimados bem como os resultados obtidos neste processo. Por fim, o capitulo 5 conclui
a dissertacao, apresentando os resultados criticos e conclusoes.



CAP{TULO 2

Revisao da Literatura

O conceito de independéncia entre variaveis aleatorias tem sido fundamental na teoria de
probabilidades. No entanto, tornou-se evidente a necessidade de uma forma mais geral para
descrever e modelar a sua dependéncia.

Sklar (1959) introduziu o conceito de cépula, com o objetivo de responder a algumas
questoes levantadas por Fréchet (1951), sobre a relagao entre a fungao de distribuigao de
probabilidade conjunta e a sua funcao de distribuicao marginal, tal como nos explica Nelsen
(2006).

O teorema de Sklar é o centro da teoria de copulas, estabelecendo que qualquer distri-
buicao conjunta multivariada pode ser expressa em termos das suas distribuicoes marginais
e de uma funcao cépula. Desta forma, o teorema estabelece as cépulas como uma ferramenta
poderosa para modelar dependéncias.

Segundo Palaro e Hotta (2006), o inverso do teorema de Sklar revela-se particularmente
interessante para modelar distribui¢oes multivariadas. Isto porque podemos vincular qual-
quer grupo de n distribuigdes univariadas, de qualquer tipo (nao necessariamente da mesma
familia), com qualquer cépula, definindo assim uma distribui¢ao multivariada vélida.

Apos a publicagao do artigo de Sklar, poucos foram os desenvolvimentos realizados nesta
area. Somente nos anos 80 é que a Teoria das Cépulas comegou a ganhar um interesse mais
significativo por parte dos investigadores, destacando-se o trabalho de Genest e Mackay
(1986) onde sdo introduzidas as cépulas Arquimedianas.

Além disso, foi também notdria a crescente relevancia deste tema pela realizacdo de
diversas conferéncias internacionais tais como: conferéncia sobre distribui¢oes com marginais
dadas, realizada em Roma em 1990, a conferéncia sobre distribuicoes com marginais fixas,
medidas duplamente estocasticas e operadores de Markov, em Seattle em 1993. A conferéncia
sobre distribui¢oes com marginais dadas e problemas de momento que se realizou em Praga
em 1996, a conferéncia sobre distribuigdes com marginais dadas e modelagem estatistica
que ocorreu em 2000 em Barcelona e a conferéncia na modelacao de dependéncia: teoria
estatistica e a sua aplicacao em finangas e seguros, realizada no Québec em 2004.

Destas conferéncias resultaram diversas publicacoes, de entre as quais Ruschendorf et al.
(1996) e Cuadras et al. (2002) que foram fundamentais para a disseminagao do conhecimento
sobre cépulas.

Nos anos seguintes realizaram-se diversos desenvolvimentos na Teoria das Cépulas cuja
aplicacao vai além das financas, sendo de salientar a sua aplicacao na engenharia e na medi-
cina.

Na engenharia civil, os estudos realizados tém explorado como as cépulas podem ser
usadas para modelar a dependéncia entre variaveis criticas, resultando em melhorias na ava-
liacao de riscos e na tomada de decisoes em projetos de grande porte. Além disso, esta teoria
tem sido aplicada com sucesso na andlise de falhas em sistemas de engenharia, permitindo



uma analise mais precisa da interdependéncia entre componentes e, consequentemente, con-
tribuindo para o desenvolvimento de estratégias de manutencao mais eficazes (Yan, 2023).

Na medicina, a Teoria das Cépulas tem sido adotada com éxito para analisar a de-
pendéncia multivariada em dados clinicos, proporcionando insights valiosos que contribuem
para o aprimoramento de diagnodsticos e tratamentos. Adicionalmente, na cirurgia cardiaca,
esta teoria tem sido aplicada para modelar a relacao entre fatores de risco, o que tem resul-
tado numa melhor compreensao dos resultados cirirgicos e na melhoria das praticas clinicas
(Winkelmann, 2012).

Para a drea das finangas, e mais especificamente para a gestao de riscos financeiros, é
importante modelar adequadamente a dependéncia entre os ativos de um portefélio, uma
vez que as perdas podem ocorrer simultaneamente entre os ativos.

As cépulas sao indispensaveis na gestao do risco devido a sua capacidade de modelar
dependéncias complexas entre ativos e instrumentos financeiros. Estas permitem uma repre-
sentacao realista da forma como os diferentes ativos se correlacionam, permitindo optar por
melhores estratégias de diversificagdo. Tal como nos revelam Lee et al. (2017), as cépulas s@o
bastante tteis para fornecer informacoes sobre eventos extremos que os modelos tradicionais
frequentemente ignoram.

Na modelagao do risco de crédito, as copulas sao fundamentais, uma vez que permitem
uma avaliacao precisa do risco da carteira de crédito e a fixacao do preco dos derivados de
crédito. Além disso, ajudam na agregacao do risco numa vasta gama de ativos, apoiam os
testes de stress, melhoram as medidas de risco tradicionais, como o VaR, e sao essenciais
para avaliar o risco associado a produtos financeiros estruturados. De um modo geral, as
copulas permitem uma avaliacao de risco mais exata e abrangente, essencial para a tomada
de decisoes informadas e para a estabilidade financeira.

De acordo com Fisher et al. (1997), as cépulas sao de elevado interesse estatistico por
duas razoes: para estudar dependéncias entre varidveis e como ponto de partida para a
construcao de familias de distribuigao bivariadas.

Huang et al. (2009) combinaram as fungoes cépula com o forecast das fungoes do modelo
GARCH, propondo assim um novo modelo, cépula-GARCH, para calcular o VaR de um
portefélio. Apos aplicarem o modelo cépula-GARCH condicional a um portefélio composto
pelos indices de NASDAQ e TAIEX concluiram que, comparando com os métodos tradici-
onais, o modelo cépula-GARCH condicional apresenta melhores resultados, sendo a copula
t-student aquela com menor erro.

O modelo GARCH, abreviacao de Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedas-
ticity, ¢ uma classe de modelos estatisticos usados para modelar a volatilidade condicional
em séries temporais financeiras e econémicas. Este modelo foi proposto inicialmente por
Bollerslev (1986) como uma generalizagdo do modelo ARCH (Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) desenvolvido por Engle (1982).

A criagao deste modelo GARCH foi motivada pela necessidade de capturar a heterosce-
dasticidade condicional nos dados financeiros. Segundo Andersen et al. (2009), heterosce-
dasticidade condicional significa que a variancia dos retornos nao é constante ao longo do
tempo, mas varia de acordo com informagoes passadas. Esta é uma caracteristica comum em
séries temporais financeiras, onde os periodos de alta volatilidade frequentemente sao segui-
dos por periodos de baixa volatilidade, formando assim o que é chamado de ”agrupamento
de volatilidade”.



Tradicionalmente a correlagao é usada para descrever a dependéncia entre varidveis
aleatérias, porém estudos tém comprovado a superioridade das copulas para modelar a de-
pendeéncia, pois oferecem muito mais flexibilidade do que a obtida pela correlagao tal como
nos referem Embrechts et al. (2001).

Estudos recentes como o de Hong et al. (2022) exploraram a volatilidade dos pregos a
vista (spot price) e dos futuros de niquel. Estes autores escolheram um modelo GARCH
apropriado a distribuicao marginal dos rendimentos e usaram as fungoes copula para en-
contrar a correlagao, chegando a conclusao que o modelo copula-GARCH descreve bem a
correlacao entre as varidveis em estudo.

Dada a diversidade de tipos de cépulas (cépula t-student, cépula Normal ou Gaussiana,
copulas Arquimedianas, entre outras), foram diversos os estudos realizados com o objetivo
de apurar a cépula que melhor se ajusta a determinado objetivo ou ao tipo de dados que
pretendemos trabalhar.

Um exemplo destes estudos foi realizado por Clemente e Romano (2021), onde descrevem
alguns procedimentos para calibrar as funcoes cépula para os dados dos mercados financeiros.
Esta é uma etapa importante para que a aplicacao deste modelo seja bem sucedida. A
calibragao envolve a estimacao dos parametros da cépula com base nos dados observados,
o que permite capturar a estrutura de dependéncia subjacente entre os ativos. Os métodos
e técnicas discutidos no estudo fornecem uma abordagem sélida e fundamentada para esta
etapa. Além disso, o estudo aborda outro desafio importante: a selecao da cépula mais
apropriada para os dados em questao. Num ambiente financeiro, a dependéncia entre ativos
pode assumir diversas formas, desde linear até nao linear, simétrica ou assimétrica, e com
diferentes graus de caudas pesadas, sendo por isso de maxima importancia a escolha da
copula adequada.

Por sua vez, Demarta e McNeil (2005) estudaram com mais detalhe a cépula t-student,
tendo focado o seu estudo nas propriedades desta copula e na dependéncia dos valores ex-
tremos. A cépula t-student é uma das coépulas mais utilizadas em financgas, especialmente
quando os retornos tém caudas pesadas, ou seja, especialmente quando temos acontecimentos
extremos ou raros que ocorrem com mais frequéncia do que seria de esperar numa distribuicao
normal ou gaussiana.

Num estudo realizado por Wang et al. (2011) foi usado o método cépula-GARCH condi-
cional para estimar o VaR de um portefélio de acoes da China. Os resultados mostram que o
método cépula-GARCH condicional é mais preciso do que os métodos tradicionais de céalculo
de VaR. Também McNeil e Wendin (2007) compararam vérios métodos de cdlculo de VaR
para um portefélio de agoes e mais uma vez os resultados demonstram que o método coépula-
GARCH condicional é mais preciso do que outros métodos, como o método de simulacao
histérica (abordagem nao paramétrica baseada na amostragem de dados histéricos para cal-
cular o VaR) e o método de Monte Carlo (abordagem paramétrica baseada na amostragem
de uma distribuigao, por exemplo, normal para calcular o VaR de um portefélio).

Aloui et al. (2013) estudaram a relacao entre o preco do petréleo e as taxas de cambio
usando o modelo copula-GARCH condicional. Neste artigo sao usadas varias cépulas para
encontrar o modelo e descrever esta dependéncia seja em momentos de crise ou em momentos
mais prosperos para os mercados. Estes autores afirmam que existe uma dependéncia sig-
nificativa e simétrica para todos os pares considerados, concluindo assim que o aumento do
preco do petréleo esta associado a desvalorizacao do USD. Mostram, também, que a cépula
t-student é aquela que melhor descreve a dependéncia e aquela cuja previsao mais se adequa.
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O uso de copulas para modelar a dependéncia residual entre ativos tem aparecido em
estudos recentes como ¢ o caso de Jondeau e Rockinger (2006), Shams e Haghighi (2013). Os
primeiros contribuiram significativamente para a compreensao da modelacao de dependéncia
entre ativos, demonstrando como as copulas podem ser aplicadas com sucesso em varias
configuragoes de portefélio e como é possivel captar de forma mais precisa os eventos extremos
nos mercados financeiros. Por sua vez, Shams e Haghighi exploraram o uso de cépulas
em contextos de analise de risco, destacando a flexibilidade desses modelos para lidar com
diferentes distribui¢coes marginais.

Além disso, o trabalho de Lee et al. (2017) expandiu ainda mais o campo, explorando
novas técnicas e abordagens para a modelacao de dependéncia entre ativos usando cépulas,
contribuindo assim para a evolucao continua da teoria e da pratica na aplicacao de cépulas
em finangas.

As cépulas sao frequentemente vinculadas a crise financeira de 2008. No entanto, o
cerne da questao nao reside na simples utilizacao de cépulas, mas sim na auséncia de um
modelo de cépula devidamente especificado, conforme destacado por Salmon (2009). Essa
crise ressaltou a importancia da correta calibracao dos modelos, levando a um aumento
significativo das fontes de informacgao disponiveis sobre o assunto. Um exemplo notavel é
o livro de Alexander (2008) que se dedica a anélise de risco de mercado, apresentando os
modelos GARCH e as copulas como ferramentas essenciais para compreender este campo.

Anteriormente ja Nelsen (2006) havia publicado um livro que oferece defini¢oes abrangen-
tes, propriedades e métodos de construcao de cépulas, juntamente com exercicios praticos.

Assim, hoje em dia é reconhecida a importancia da Teoria de Cépulas e o trabalho
nesta area é cada vez mais rico, tendo-se tornado uma ferramenta valiosa para modelar
dependéncias entre ativos, fornecendo assim informacoes mais sofisticadas aos gestores de
portefélios e analistas de risco. A pesquisa neste campo continua a evoluir, abrindo no-
vas perspetivas e oportunidades para melhor compreender e gerir a complexa dinamica dos
mercados financeiros.

Neste sentido, este trabalho pretende reforcar a importancia deste método através de
uma analise concreta do modelo num contexto especifico. Trata-se de uma abordagem que
para além da discussao dos conceitos tedricos avalia a sua aplicabilidade na realidade dos
mercados financeiros e, mais concretamente, a sua aplicabilidade aos cinco indices em estudo
e a um portefélio composto pelos mesmos.



CAPITULO 3

Definicoes e Metodologia

3.1. Modelos GARCH
3.1.1. Modelo GARCH

O modelo de GARCH é uma extensao do modelo ARCH (Autoregressive Conditional Hete-
roskedasticity).

O modelo ARCH tem em conta a variancia condicional da série temporal. Contudo, nao
é capaz de capturar a presenca de assimetria na volatilidade. O modelo GARCH, por sua
vez, inclui a possibilidade de assimetria na volatilidade, permitindo que a magnitude dos
choques positivos e negativos tenha efeitos diferentes na volatilidade.

O modelo é denominado Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity de-
vido a generalizacao que Bollerslev’s (1986) fez do modelo ARCH de Engle (1982), é auto-
regressido uma vez que se trata de um modelo de séries temporais autoregressivas. A parte
de heterocedasticidade condicional provem da variacao da volatilidade ao longo do tempo.

DEFINIGAO 3.1 (Modelo GARCH). Seja (€;)iez uma sequéncia de varidveis indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d), seja p € N = {1,2,...} eq € Ny = {0,1,2,...}.
Sejam oy > 0, oy, ...,ap1 >0, a, >0, By,..., Bg—1 > 0 e B, > 0. Um modelo GARCH(p,q)
(X1)iez com volatilidade (04)ez € a solugao da equagao:

Xt = O€y, teN (31)
p q

Ut2 = Qg+ Z Oéithfi + Zﬁjatzfj t e (32)
i=1 j=1

Geralmente, um modelo GARCH(1,1) é suficiente para capturar o clustering da volatili-
dade nos dados.

Para estimar os parametros do modelo é usado o método de maxima verosimilhanca
(mazimum likelihood, ML), que tenta encontrar os valores dos parametros que maximizam a
probabilidade de observar os dados reais sob o modelo GARCH. Este método é amplamente
utilizado devido a sua robustez e eficacia na estimacao dos parametros em séries temporais
financeiras.

3.1.2. Modelo GJR-GARCH

O modelo GJR-GARCH (ou GARCH com componentes generalizadas) é uma extensao do
modelo GARCH que inclui a capacidade de capturar assimetria nao apenas na volatilidade,
mas também nos choques positivos e negativos. FEsta caracteristica torna-o ainda mais
adequado para modelar séries temporais financeiras, onde a volatilidade pode responder de
maneira diferente a eventos positivos e negativos.

DEFINIGAO 3.2 (Modelo GJR). Seja (€ )iz uma sequéncia de varidveis independentes
e identicamente distribuidas (i.i.d). Sejap €e N={1,2,...} eqe€ Ny ={0,1,2,...}. Sejam
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ag >0, ag,...,0p1 >0, a, >0, By,...,8,-1 >0, By >0, v >0, onde v € o parametro

que captura a assimetria. Um modelo GJR-GARCH(p, q) (X;)iez com volatilidade (04)iez, €
a solugcao das sequintes equagoes:

Xt = Ot€y¢, teN (33)

p q
Ut2 = + Z OéiXtZ_i + ZﬁjO’tZ_j —+ P)/Xt2—lo-t2—l t e 7 (34)

i=1 j=1

O termo vX? 02 | na segunda equagao é responsavel por capturar a assimetria na vola-
tilidade, uma vez que ele pondera os choques positivos e negativos de forma diferente. Isso
permite que o modelo GJR-GARCH se ajuste melhor a situagoes onde os choques de precos
positivos e negativos tém impactos diferentes na volatilidade.

Assim, como no modelo GARCH, a estimagao dos parametros do modelo GJR-GARCH
¢é geralmente realizada utilizando o método de maxima verossimilhanca.

3.1.3. Teste Durbin-Watson

O Teste Durbin-Watson ¢ utilizado principalmente para verificar a presenca de autocorrelacao
dos residuos de um modelo. Este teste gera uma estatistica que varia entre 0 e 4. Um
valor proximo de 2 sugere que nao ha autocorrelacao serial significativa nos residuos, ou
seja, os residuos sao independentes ao longo do tempo. Valores menores que 2 indicam
autocorrelagao positiva, enquanto valores maiores que 2 indicam autocorrelacao negativa.
Quando a autocorrelacao é significativa pode indicar que provavelmente o modelo nao esta
a captar completamente a estrutura dos dados.

3.1.4. Teste de Engle

O Teste de Engle, também conhecido como teste ARCH-LM (ARCH- Lagrange Multiplier),
é um teste estatistico usado para verificar a presenca de heterocedasticidade condicional em
séries temporais financeiras. Esse teste é frequentemente aplicado para determinar se um
modelo GARCH ou GJR-GARCH ¢ apropriado para modelar a volatilidade dos dados.

O teste consiste em ajustar um modelo de regressao linear aos residuos ao quadrado
da série e testar a significancia das variaveis desfasadas nessa regressao. Se o valor for
significativo, indica que a volatilidade é condicional e depende dos valores passados da série.

Ou seja, sugere a presenca de heterocedasticidade condicional, o que justificaria o uso de um
modelo GJR-GARCH.

Ambos os testes, Durbin-Watson e Engle, sao ferramentas 1iteis na andlise e diagnostico
de modelos, ajudando a identificar potenciais problemas, como a autocorrelacao nos residuos
ou a necessidade de considerar a heterocedasticidade condicional. Desempenhando assim um
papel fundamental na selecao e validacao do modelo adequado para a modelacao de séries
temporais financeiras.

3.1.5. Estimacao de Parametros

Os modelos GARCH sao frequentemente usados numa base didria uma vez que o efeito de
agrupamento de volatilidade desaparece quando os retornos sao calculados sobre grandes
periodos.
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Os parametros do modelo GARCH sao estimados através da maximizacao do valor da
log likelihood function (LLF), ou seja, resolvendo o seguinte problema:

In L(0) —% 3 (m (1) + (%)2> (3.5)

t=1

onde 6 é o parametro da equacao da variancia condicional.

3.2. Funcoes copula

As funcoes cépula sao aplicadas as financas com o objetivo de determinar a dependéncia do
retorno de ativos num portefélio.

Uma copula n-dimensional é uma funcao de distribuicao conjunta C, com distribuicao
marginal uniforme.

DEFINIGAO 3.3 (Cépula). Sejam Xy, ..., X, varidveis aleatdrias com distribui¢ao mar-
ginal continua Fi, ..., F,. Uma copula é uma fungao mondtona crescente que satisfaz as
sequintes condigoes:

(1) C :[0,1]" — [0, 1];
(2) C(O,Ug, ) = ... = C(Ul, ,0) = 0,'
(3) C(ug,1,...,1) =uq, ... ,C(1,...;1,u,) = up;

A condigcao 2 diz-nos que a copula € igual a zero se qualquer um dos argumentos € zero.
Enquanto a condicao 3 significa que a copula € igual a u; se todos os outros elementos sao
GUaLs a um.

De uma forma mais simplificada, podemos também, definir copula a duas dimensoes:

DEFINIGAO 3.4 (Cépula 2-dimensional). Sejam X1, Xo varidveis aleatérias com distri-
buicao marginal continua Fy, Fy. Uma copula € uma fun¢ao mondtona crescente que satisfaz
as sequintes condigoes:

(1) C:10,1] x [0,1] — [0, 1];

(2) C(0,uy) = C(uy,0) = 0;

(8) C(u1,1) =uy e C(1,uz) = uy;

(4) C(v1,v2) — Clu1,v2) > Cluy,v2) — Cur,ug) Vg, ug,v1,v2 € [0,1] onde uy < vy e
Ug S Va;

TEOREMA 3.1 (Teorema de Sklar). Se tivermos um conjunto de distribui¢oes marginais
continuas e escolhermos copulas distintas, estas irao definir densidades conjuntas distintas.

Dada uma qualquer fungdo de distribui¢ao F(x1,x2, ... ,x,) com marginais continuos
L Fs, ... F,, temos uma tunica copula C' tal que:
Flzy, . 20) = C(Fi(21), - Fu(zn)) (3.6)

Caso exista, a densidade da copula é dada por:

(B, B = T )l

(3.7)



Analogamente podemos escrever a densidade da copula como:
o Cluy, ..., up)
ouy ... Ouy,

c(ug, .. ,cp) =

onde u; = F;(x;)

3.3. Familias de Copulas

As copulas estao divididas em diversas familias (Fig. 1). Neste trabalho, daremos mais
realce as copulas elipticas e as copulas arquimedeanas.

Familias de Cépulas

- Gaussiana - Clayton
- T-student -Frank
- Gumbel

FiGUrA 1. Familias de Copulas

3.3.1. Coépulas Elipticas

As distribuigoes elipticas tém algumas caracteristicas em comum com a distribuicdo normal.
As cépulas elipticas resultam diretamente do Teorema de Sklar onde C é uma distribuigao
eliptica.

DEFINIGAO 3.5 (Distribuigao eliptica). Considere um vetor aleatério X, n-dimensional,
um vetor p € R™ e uma matriz 32, n xn nao definida negativa e simétrica. Se a fun¢ao carac-
teristica de X —p, Ux_,(t), € uma fungio ¢, de forma quadrdtica t*St, Wx_,(t) = ¢p(t'3t),
entao X tem uma distribui¢do eliptica com parametro p,o e ¢, X ~ E,(u,0,9).

A funcao ¢ é designada por gerador caracteristico da distribuicao eliptica.

Se X tem uma distribuicao eliptica e 3 é uma matriz diagonal entao as componentes de
X sao nao correlacionadas. Se as componentes de X forem independentes entao X tem uma
distribuicao normal multivariada.

3.3.1.1. Copula Gaussiana ou Copula Normal
Uma cépula Gaussiana ou copula normal é a derivada de uma funcao de distribui¢ao normal
n-dimensional (®) e unidimensional (®), definida por:

Clur, ., un; B) =@ (2 (wr), ... D7 (un)) (3.9)
Derivando a equagao (3.9) obtemos a densidade da cépula Guassiana:
1 1
(Ut s i E) = [ exp (—55@1 - I>£) (3.10)
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onde ¥ é a matriz de correlagio e |X| é o seu determinante. & = (&, ...,&,)T onde & é o
quantil da variavel aleatéria X;, ou seja,

As cépulas Gaussianas sao copulas simétricas, ou seja, C(ug,us) = C(ug,uy), tém de-
pendéncia da caudas préxima de 0 (caso haja independéncia) ou 1 no caso de a correlagao
ser 1.

Assim, este tipo de cépulas nao é o mais apropriado para estudar dependéncias entre as
rendibilidades de ativos financeiros. Quando o preco de duas agoes cai a sua dependéncia é
maior do que quando estes sobem, o que significa que a dependéncia da cauda é assimétrica
para o retorno dos ativos, o que nao se reflete numa cépula normal.

3.3.1.2. Copula t-student
A Coépula t-student é obtida através da fungao de distribuigao multivariada.
Definimos esta copula da seguinte forma:

Co (U1, vyt 2 B) =1, (8 (w), oo st (un)) (3.12)

onde t, e t, sao fungoes distribuicao t Student n-dimensional e unidimensional com v graus
de liberdade e ¥ é a matriz de correlacao.
Da definicao de funcao densidade t Student n-dimensional obtemos:

_vtn

flz) =k [Z|} (1 n v—lx’z—lx) ’ (3.13)
onde |X| é o determinante da matriz de correlagao e
v~z [v+n n
k_F<§> r< . )(mr) : (3.14)

3.3.2. Coépulas Arquimedeanas

As Cépulas Arquimedeanas sao amplamente usadas nas financas pois, além de poderem ser
expressas de forma explicita, permitem uma grande variedade de estruturas de dependéncia.
Uma Cépula Arquimedeana tem a seguinte forma:

C (U, oy ug) = D71 (P(uy) + ... + P(uy)) (3.15)
onde ® é a funcao geradora da cépula que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ® ¢é continua, estritamente decrescente e convexa;
(2) @(0) = o0;
(3) (1) =0
3.3.2.1. Copula de Clayton
A Coépula de Clayton com gerador (t_iT_l), 6 > 0, é definida da seguinte forma:

=

Cuiyeoyug) = (W + o+ uy? —d+1) (3.16)
Para # = 0, definimos a cépula de clayton como o limite:
lim C%(uy, ..., ug) = uy...uq (3.17)

6—0
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que representa a copula independente.

3.3.2.2. Copula Frank
A Coépula de Frank tem como gerador

e v — 1

et —1

OF"(u) = —log (

Desta forma, o inverso do gerador é:

>, —00 < f < o0 (3.18)

(®FT)—1 (y) = log (e‘y(e_; —1)+1) (3.19)

Assim, para a cépula de Frank bivariada temos:

(3.20)

—Ouy __ —6Oug __
CFT(Ul,’LLQ) = —%lOg (]. + (6 1)(6 1))

e —1

3.3.2.3. Copula Gumbel
A Cépula de Gumbel tem como gerador —log(t)?, onde 6 > 1 cuja representacio é:

1
CC(uy, ..., ug) = exp [— ((loguy)? + ... + (loguy)?) } (3.21)
Esta copula diz-se independente se 6§ = 1

3.4. Funcao de maxima verossimilhanga

A funcao de maxima verossimilhanca é usada para estimar os parametros das cépulas.

Suponhamos que a densidade conjunta é dada por f(x1,...,x,) = fi(x1)... fu(xn)c (Fi(xy), ...

Para simplificar podemos assumir que cada marginal tem apenas um parametro «;, no en-

tanto, é possivel generalizar para o caso em que cada marginal tem um vetor de parametros.

Desta forma, escrevemos a densidade marginal e a sua distribuigao como f;(x;; ;) e Fj(x;; ;).
Assim, podemos escrever a densidade conjunta como:

f(@1, an;0,0) = ¢ (Fi(x1500), ooy F(n, 00);0) [ | fiss o) (3.22)
=1

onde @ = (v, ..., ) € 0 vetor dos parametros do marginal e 6 é o vetor dos parametros da
copula.
Da equagao (3.22), obtemos o logaritmo da func¢do de verossimilhanca (log-likelihood
function - LLF):
T n
InL(a,0;2q,...,27) = Z <1nc(F1(x1t; A1)y e, Fn(@ne, a);0) + Zln filwa; ozi)> (3.23)
t=1 i=1
onde &, = (214, ..., Ty € 0 vetor de observagoes.
Podemos ainda simplificar a equagao (3.23):

T n T
InL(e,0;24,...,27) = Zlnc(Fl(xlt; A1), .o, Fp(@ne, n):0) + ZZln filzi; aq) (3.24)
=1

i=1 t=1
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Desta forma, podemos verificar que é possivel maximizar o logaritmo da funcao de vero-
similhanca em dois passos:

(1) Calcular os parametros para cada densidade marginal, individualmente usando
MLE., ou seja, encontrar cada &; no vetor de maxima verosimilhanca resolvendo:
) )

T
malen filzi; @)n, i=1,..,n (3.25)
b=l

(2) Calcular os parametros da cépula resolvendo:
T
Inc(Fi(xi;00), ..., F, ;O ); 2
meaxtzl HC( 1($lta CYl)a ) n(mnta an)ao) (3 6)

3.5. Critério de Informacgao de Akaike e Critério de informacao Bayesiano
Para determinar qual a cépula que melhor se adequa aos dados que pretendemos estudar
podemos comparar os valores que obtemos da otimizacao da fungao de verosimilhanca, no
entanto quantos mais parametros tiver a cépula mais dificil serd este processo. Desta forma
existem dois critérios relevantes: Critério de Informagao de Akaike (AIC) e Critério de
Informacao Bayesiano (BIC).
A cépula que melhor se adequa sera aquela que tiver menor AIC ou BIC.

3.5.1. Critério de Informacgao de Akaike
O AIC ¢ definido por:

AIC =2k —2InL (3.27)
onde L. é o valor da fungdo de maxima verossimilhanca otimizado e k é o nimero de
parametros que temos de estimar.

3.5.2. Critério de Informacgao Bayesiano
O BIC ¢ definido por:

BIC =T 'kInT —2In L) (3.28)

onde T é o numero de dados.
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CAP{TULO 4

Dados e Analise

Neste capitulo serao apresentadas as descricoes dos dados bem como algumas estatisticas
descritivas. Todas as andlises serao acompanhadas de tabelas para uma melhor analise.

Os resultados foram obtidos em python, tendo sido maioritariamente usada a biblioteca
copulae. Esta biblioteca oferece uma ampla quantidade de fungoes essenciais para as analises
que se seguem.

4.1. Dados

Nesta dissertacao serao usados dados diarios extraidos do site yahoo finance relativos aos
indices: S&P500, FTSE 100, EURO STOXX 600, Nikkei 225 e PHLX GOLD/ SILVER.

O indice FTSE 100 é calculado pela FTSE The Index Company. Este indice tem em
conta 100 acoes representativas da Bolsa de Valores de Londres e deteta movimentos de alta
ou baixa cotacao. A Bolsa de Valores de Londres é uma das mais antigas e famosas bolsas
do mundo, por isso a escolha deste indice.

Nikkei 225, ou mais comumente, Nikkei, é o indice do mercado de agoes da Bolsa de
Valores de Téquio. Sendo apurado diariamente é um indice calculado por precos e nao por
capitalizagao, estando refletido em ienes. Este indice revela o desempenho de 225 empresas
no Japao que operam em diversos setores da industria.

O S&P500 (abreviatura de Standard & Poor’s 500) é um indice que mede o desempenho
das 500 maiores empresas americanas. Este é um indice amplo que engloba setores como a
tecnologia de informagao, saide, grandes empresas do setor financeiro, energético e de bens
de consumo duraveis. Trata-se de um dos indicadores mais antigos e confidaveis de como
estao as empresas dos EUA.

STOXX 600 trata-se de um indice da Bolsa de Valores que compreende cerca de 600
empresas de 18 paises europeus. Este indice é um dos mais importantes a cobrir os paises
europeus contemplando diversos setores de atividade como a banca, petréleo ou até compa-
nhias dreas.

O PHLX GOLD/ SILVER ¢ o indice para o ouro e prata da Filadélfia. Este indice tem
em conta 30 empresas mineiras de metais preciosos que transacionam na Bolsa de Valores,
sendo dos mais importantes indices de ouro no mercado.

Os dados foram extraidos para o periodo de 16/09/2005 até 30/12/2022.

Desta forma ficamos com uma amostra com 3,934 observagoes para cada indice.

4.2. Andlise

Com os indices didrios é possivel definir os retornos didrios para cada indice.
Definimos retorno como:

P,
2 =100 x In ! (4.1)

t—1
onde P, é o valor do indice no momento t.
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Nas Figuras 1 a 3 podemos analisar o retorno das variaveis FTSE 100, Nikkei 225 e
S%P500, estando as restantes disponiveis no Anexo A. Nestas figuras observamos o fenémeno
conhecido como agrupamento de volatilidade, o que significa que grandes mudancas tendem a
ser seguidas por grandes mudancas e pequenas mudancas tendem a ser seguidas por pequenas
mudancas.

10 A

Retorno (%)
(=]
1

_10 -

T T T T T T T T T
2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022

FicurA 1. Retorno didrio FTSE 100

10 A

Retorno (%)

—10 T

-15

T T T T T T T T T
2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022

F1GURA 2. Retorno diario Nikkei 225
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F1GUurA 3. Retorno didrio S&P500

E também importante analisar a relagao entre os retornos dos indices em estudo, salien-
tamos abaixo algumas delas. As restantes representacoes graficas desta relacao podem ser
encontradas no Anexo B.

A Figura 4 é a unica que apresenta uma relacao mais proxima da linear uma vez que se
trata da relacao entre FTSE 100 e STOXX 600. Como vimos, o indice FTSE 100 tem em
conta acoes representativas da Bolsa de Valores de Londres enquanto o indice STOXX 600
trata-se do indice da Bolsa de Valores de paises europeus. Desta forma, estes indices podem
conter algumas empresas em comum, por exemplo, se uma empresa do Reino Unido tiver uma
presenca significativa noutros paises europeus e atender aos critérios de inclusao no STOXX
600. Portanto, pode haver alguma sobreposicao entre as empresas destes dois indices, mas
essa sobreposicao nao ¢é necessariamente grande, ja que o foco geografico principal de cada
indice ¢ diferente.

10 A

=10

F1cURA 4. Relagao entre as rendibilidades didrias do FTSE 100 e do STOXX 600
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F1cUrA 5. Relagao entre as rendibilidades didrias do S&P 500 e do Nikkei 225
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FiGuRrA 6. Relacao entre as rendibilidades diarias do Nikkei 225 e do PHLX

GOLD/SILVER

Na Tabela 1 estao alguns dados estatisticos, tais como a média, skewness ou simetria e

kurtosis.

Através da skewness verificamos que todas as distribuigoes tem uma cauda esquerda (va-
lores abaixo da média) mais pesada e, dado que a kurtosis é sempre positiva, as distribuigdes
sao mais afuniladas e mais concentradas que a distribuicao normal. Dizemos, entao, que se
tratam de fungoes de probabilidade leptocurticas.

A Tabela 2 apresenta o teste Engle ARCH. Este teste indica que as cinco variaveis em
estudo tém efeito ARCH pois o seu p-value é menor que 0.05
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TABELA 1. Dados estatisticos

FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 GGL[P);I;I)I(_VER
Observagdes 3934 3934 3934 3934 3934
Média 0.0014 0.0323 0.0168 0.0094 0.0058
Desvio padréo 1.3438 1.4318 1.5027 1.2687 2.6276
Skewness -0.2768 -0.5266 -0.5631 -0.3257 0.0155
Kurtosis 7.9807 10.6594 7.6718 9.6683 3.8339

TABELA 2. Teste de Engle

Nikkei 225 PHLX GOLD/SILVER
Teste de Engle| Q-statistic p-value Q-statistic p-value Q-statistic p-value Q-statistic p-value Q-statistic p-value
LM(4) 584.9445 0.0000 871.7287 0.0000 589.1199 0.0000 557.5735 0.0000 397.4511 0.0000
LM(8) 666.2284 0.0000 1014.3135 0.0000 642.6820 0.0000 647.9034 0.0000 576.6795 0.0000
LM(10) 730.2777 0.0000 1035.8904 0.0000 728.1379 0.0000 703.0676 0.0000 614.1422 0.0000

De seguida, dividimos os dados em conjunto de treino e conjunto de teste, ficando o
primeiro com os dados até 09/04/2021, contemplando assim 3 541 observagoes enquanto o
conjunto de teste vai de 21/04/2021 até 30/12/2022, com as restantes 393 observagoes.

A partir deste momento os dados apresentados referem-se apenas ao conjunto de treino.

Iremos entao considerar o modelo GARCH e o modelo GJR. Para tal, ajustamos estes
modelos ao retorno das séries em analise com a distribuicao normal e com a distribuicao

t-student.

4.3. Modelos GARCH e GJR
4.3.1. Modelo GARCH-n

Na Tabela 3 podemos ver os parametros para o modelo GARCH com distribuicao normal
(GARCH-n). Por sua vez, na Tabela 4 temos os valores para LLF, AIC e BIC.

TABELA 3. Parametros do modelo GARCH-n

FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER
Parametros| Valor Desvio padrac | Valor Desvio padrac | Valor Desvio padrac | Valor Desvio padrac | Valor Desvio padrao
H 0.0346 0.0174 0.0582 0.0174 0.0486 0.0207 0.0533 0.0158 0.0031 0.0368
w 0.0291 0.0124 0.0434 0.0153 0.0580 0.0134 0.0268 0.0078 0.0810 0.0251
a 0.0940 0.0220 0.0996 0.0222 0.1233 0.0232 0.1055 0.0177 0.0586 0.0078
i 0.8897 0.0273 0.8731 0.0298 0.8541 0.0252 0.8768 0.0202 0.9295 0.0095
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TABELA 4. Estatisticas de Teste modelo GARCH-n

FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 GDL[P}?SI-_I)I(.VER
LLF -5505.71 -5468.62 -5884 .51 -5160.92 -8121.86
AlC 11019.40 105945.20 11977.00 10 329.80 16 251.70
BIC 11 04410 1096990 12 001.70 10 354.50 16 276.40

A Tabela 5 contém os valores referentes ao teste Durbin-Watson. Dado que os valores sao
todos préoximos de 2, aceitamos a hipotese nula de que nao existe autocorrelacao de primeira
ordem.

TABELA 5. Teste Durbin-Watson - modelo GARCH-n

PHLX
GOLD/SILVER

Nikkei 225

FTSE 100 5&P 500 STOXX 600

Estatistica (d) 2.0565 2.4398 2.3875 2.0350 2.1430

Tal como vimos anteriormente, as Figuras 7 e 8 reforcam a ideia de que nao existe
autocorrelacao, bem como as figuras no anexo ” Autocorrelacao - Modelo GARCH-n".
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O teste de Engle encontra-se refletido na Tabela 6. Dado que todos os p-values sao zero,
rejeitamos a hipétese nula e concluimos que o efeito ARCH esta a ser capturado.

TABELA 6. Teste de Engle - modelo GARCH-n

FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER

Teste de Engle | P-value | Estatistica Q. | P-value | Estatistica Q | P-value | Estatistica Q.| P-value | Estatistica Q | P-value | Estatistica Q

LM(4) 0.0000 536.5732 0.0000 805.0833 0.0000 534.6408 0.0000 514.7158 0.0000 372.6520
LM(8) 0.0000 609.0775 0.0000 938.8165 0.0000 583.7344 0.0000 5949229 0.0000 5419420
LmM{10) 0.0000 668.3878 0.0000 957.3770 0.0000 660.6166 0.0000 647.2969 0.0000 577.8023

4.3.2. Modelo GARCH-t

Da mesma forma, encontramos nas Tabelas 7 e 8 os parametros e estatisticas de teste para
o modelo GARCH com distribuicao t-student.

Na Tabela 9 sao apresentados os valores do teste de Durbin-Watson. Por esta tabela,
bem como pelas Figuras 9 e 10, podemos concluir que nao existe autocorrelacao. Em anexo
(Anexo D) encontram-se as restantes representagoes graficas da autocorrelagao.
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TABELA 7. Parametros do modelo GARCH-t

FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER
Parametros| Valor Desvio padrao | Valor Desvio padrao | Valor Desvio padrao | Valor Desvio padrao | Valor Desvio padrdo
f 0.0433 0.0160 0.084 0.0148 0.0640 0.0180 0.0751 0.0140 0.0173 0.0358
w 0.0252 0.0094 0.0293 0.0091 0.0409 0.0129 0.0241 0.0070 0.0760 0.0249
23 0.0916 0.0202 0.1029 0.0168 0.1046 0.0179 01212 0.0199 0.0585 0.0081
B 0.8952 0.0234 0.883 0.0193 0.87495 0.0207 0.8685 0.0205 0.9305 0.0099
v 7.0418 0.7610 5.4866 0.4820 55135 0.7150 57577 0.5650 105424 15620
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TABELA 8. Estatisticas de Teste modelo GARCH-t

i . e . PHLX
FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 GOLD/SILVER
LLF -5438.08 -5334.31 -5B87.29 -5056.46 -8093.93
AlC 10882.20 10 678.60 11 734.60 1012250 16 197.50
BIC 10913.00 10709.50 11 815.40 10153.80 16 228.70

TABELA 9. Teste Durbin-Watson - modelo GARCH-t

FTSE 100

5&P 500

Nikkei 225

STOXX 600

PHLX

Estatistica (d)

2.0557

2.4376

2.3665

20322

GOLD/SILVER

2.1430

1.00
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0.50

0.25

0.00
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—0.50 1
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Na Tabela 10 estao representados os resultados do teste de Engle, de onde concluimos
que o efeito ARCH esta a ser capturado.

TABELA 10. Teste de Engle - modelo GARCH-t

FTSE 100 S5&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER

Teste de Engle | P-value | Estatistica Q | P-value | Estatistica Q | P-value | Estatistica Q | P-value | Estatistica Q | P-value | Estatistica Q

LM(4) 0.0000 537.3385 0.0000 B801.7965 0.0000 532.6383 0.0000 517.0169 0.0000 3729768
LM(8) 0.0000 609.8627 0.0000 936.0851 0.0000 581.8208 0.0000 596.8587 0.0000 542.4160
LM(10) 0.0000 669.1457 0.0000 954 4414 0.0000 657.9934 0.0000 649.1949 0.0000 577.9186

4.3.3. Modelo GJR-n

Os parametros para o modelo GJR com distribuigao normal (GJR-n) encontram-se na Tabela
11, enquanto na Tabela 12 estao os valores referentes a LLF, AIC e BIC.

O teste de Durbin-Watson apresenta resultados proximos de 2, pelo que, para este modelo,
aceitamos a hipotese nula, ou seja, nao existe autocorrelacao de primeira ordem. Esta
informacao pode ser vista na Tabela 13, bem como nas figuras que lhe seguem, estando as
restantes figuras no Anexo E.

A Tabela 14 apresenta informacao sobre o teste de Engle. Desta informagao, podemos
concluir que temos efeito ARCH.
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TABELA 11. Parametros do modelo GJR-n

Dados FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER
Parametros| Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo
H -0.0015 0.0169 0.0219 0.0166 0.0174 0.0202 0.0159 0.0149 -0.0330 0.0374
w 0.0325 0.0136 0.0454 0.0178 00712 0.0195 0.0268 0.0083 0.0769 0.0231
a 0.0117 0.0116 0.0043 0.0102 0.0595 0.0219 0.0000 0.0157 0.0228 0.0088
¥ 0.1305 0.0308 0.1605 0.0419 0.1174 0.0412 0.1706 0.0293 0.0525 0.0124
B 0.9008 0.0284 0.8832 0.0327 0.8498 0.0236 0.8927 0.0266 0.9390 0.0093

TABELA 12. Estatisticas de Teste modelo GARCH-t

~ N oy e ~ PHLX
FTSE 100 S5&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 GOLD/SILVER
LLF -5463.51 -5420.42 -5965.10 -5081.28 -8110.64
AlC 10937.00 10850.80 11940.20 10172.60 16231.30
BIC 10967 90 10881.70 11571.10 10203.40 16262.10

TABELA 13. Teste Durbin-Watson - modelo GJR-n

Estatistica (d)

FTSE 100

2.0578

S&P 500

2.4402

Nikkei 225

2.3880

STOXX 600

2.0372

GOLD/SILVER

PHLX

2.1425

1.00
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0.50
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TABELA 14. Teste de Engle - modelo GJR-n

FTSE 100 5&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER

Teste de Engle P-value Estatistica Q P-value Estatistica Q P-value Estatistica Q P-value Estatistica Q P-value Estatistica O

LM(4) 0.0000 533.2349 0.0000 809.1831 0.0000 538.4794 0.0000 510.3685 0.0000 371.7033
LmM(8) 0.0000 6805.6574 0.0000 942.0539 0.0000 587.3833 0.0000 591.1531 0.0000 540.5751
LM{10) 0.0000 665.0572 0.0000 960.9120 0.0000 665.6916 0.0000 643.5832 0.0000 577.3523

4.3.4. Modelo GJR-t

Por fim, para o modelo GJR com a distribuigao t-student (GJR-t) os parametros sao apre-
sentados na Tabela 15.

TABELA 15. Parametros do modelo GJR-t

Dados FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX GOLD/SILVER
Parametros| Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo | Valor Desvio padréo
H 0.0181 0.0162 0.0584 0.0153 0.0445 0.0184 0.0455 0.0138 -0.0079 0.0366
o 0.0300 0.0117 0.0359 0.0102 0.0537 0.0151 0.0268 0.0074 0.0706 0.0224
o 0.0113 0.0106 0.0108 0.0098 0.0450 0.0128 0.0000 0.0135 0.0259 0.0091
¥ 0.1389 0.0316 0.1675 0.0324 0.1147 0.0291 0.2108 0.0322 0.0476 0.0121
B 0.8985 0.0266 0.8799 0.0198 0.8707 0.0210 0.8736 0.0247 0.9392 0.0096
u 7.6437 0.9010 5.8775 0.5490 6.8292 0.7980 6.5403 0.7610 11.2832 1.8000

Na Tabela 16 sao apresentados os valores de LLF, AIC e BIC.
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TABELA 16. Estatisticas de Teste modelo GJR-t

N ~ e N PHLX
FTSE 100 5&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 GOLD/SILVER
LLF -5403.35 -5302.19 -5872.53 -4985.40 -B086.64
AlC 10818.70 10616.40 11757.10 9982.79 16185.30
BIC 10855.70 10653.40 11794.10 10019.80 16222 30

A Tabela 17 contém os valores do teste Durbin-Watson, de onde podemos concluir que
nao existe autocorrelagao.

TABELA 17. Teste Durbin-Watson - modelo GJR-t

PHLX
GOLD/SILVER

FTSE 100 5&P 500 Nikkei 225 STOXX 600

Estatistica (d) 2.0575 2.4398 2.3677 2.0357 2.1430

As Figuras abaixo, bem como as figuras no anexo ”Autocorrelacao - Modelo GJR-t”,
confirmar a nao existéncia de autocorrelacao nas varidveis em estudo.
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4.4. Coépulas

Para parametrizar as copulas precisamos de calcular os valores dos residuos dos modelos
GARCH em estudo, tal como nos mostram Shams e Haghighi (2013).

Comecamos por definir a copula que pretendemos. Nesta dissertacao iremos apresentar
os resultados para as seguintes copulas: copula Gaussiana, copula de Clayton, cépula de
Frank, cépula t-student e copula de Gambel.

De seguida, precisamos de transformar os dados para as copulas. Os residuos sao transfor-
mados em distribui¢coes marginais padronizadas usando a fungao de distribuicao cumulativa
(CDF) e a sua funcao inversa. A CDF d4 a probabilidade cumulativa de os residuos serem
menores ou iguais a um determinado valor e a sua inversa transforma os valores uniforme-
mente distribuidos em valores que seguem uma distribuicao padrao.

Desta forma, em python, usamos a funcao fit para ajustar a copula pretendida aos valores
obtidos apds a transformacao dos residuos.

4.4.1. Cépula Gaussiana

A matriz de correlagdao contém os parametros mais importantes a definir numa cépula Gaus-
siana. Desta forma, em seguida serao apresentadas as matrizes de correlacao para os modelos
GARCH e GJR. A biblioteca copulae do python fornece uma funcao cujo output consiste
nos varios valores que completam a matriz de correlacao, permitindo assim a construcao da
mesma. Nao podemos esquecer que cada elemento da matriz representa a correlacao entre
dois pares de variaveis. Por exemplo, o elemento na linha i e na coluna j da matriz representa
a correlacao entre a variavel i e a variavel j.

Caso estejamos a calcular manualmente este valor primeiro sera necessario obter a matriz
de covariancia.

A covariancia entre duas varidaveis X e Y é obtida da seguinte forma:

LS (x5 - 5 -7) (4.2)

=1

Cou(X,Y) = —
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onde n é o numero de observagoes, X; e Y; sao os valores das variaveis na observacao i e X
Y sao as médias das variaveis X e Y, respetivamente.
De seguida, calculamos a correlacao entre X e Y.

Cov(X,Y)

0x0y

Corr(X,Y) = (4.3)
onde ox e oy sao o desvio-padrao de X e Y, respetivamente.

Desta forma obtemos a matriz de covariancia juntando todas as combinagoes possiveis
de variaveis, formando uma matriz k x k

Para o modelo GARCH-n a matriz de correlacao é a seguinte:

1 0.5441142556 0.2898945750 0.8607367468 0.2156839490
0.5441142556 1 0.1725520902 0.5230009868 0.3240169451
0.2898945750 0.1725520902 1 0.2598292637 0.0539152730
0.8607367468 0.5230009868 0.2598292637 1 0.1672239042
0.2156839490 0.3240169451 0.0539152730 0.1672239042 1

No ambito do modelo GARCH-t, a matriz de correlagao apresenta-se da seguinte forma:

1 0.5441142924 0.2898945750 0.8607367468 0.2156839490
0.5441142924 1 0.1725520991 0.5230009868 0.3240169761
0.2898945750 0.1725520991 1 0.2598292242  0.0539152730
0.8607367468 0.5230009868 0.2598292242 1 0.1672239042
0.2156839490 0.3240169761 0.0539152730 0.1672239042 1

Referente ao modelo GJR-n, a matriz de correlagao é descrita da seguinte maneira:

1 0.5441142133 0.2898943468 0.8607364056 0.2156837612
0.5441142133 1 0.1725521974 0.5230007542 0.3240169200
0.2898943468 0.1725521974 1 0.2598291213 0.0539152645
0.8607364056 0.5230007542 0.2598291213 1 0.1672236714
0.2156837612 0.3240169200 0.0539152645 0.1672236714 1

Quanto ao modelo GJR-t, a matriz de correlagao é representada do seguinte modo:

1 0.5441143674 0.2898946555 0.8607366901 0.2156840062
0.5441143674 1 0.1725521436 0.5230008280 0.3240169434
0.2898946555 0.1725521436 1 0.2598292465 0.0539152497
0.8607366901 0.5230008280 0.2598292465 1 0.1672237483
0.2156840062 0.3240169434 0.0539152497 0.1672237483 1

Na Tabela 18 encontram-se os valores para a Log-likelihood Function, AIC e BIC. Por esta
tabela podemos perceber que, para a cépula Gaussiana, o modelo com o menor valor de AIC
e BIC é o GJR-t, uma vez que estas variaveis tomam os valores —6743.3080 e —6650.7255,
respetivamente.
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TABELA 18. Cépula Gaussiana

Modelo GARCH-n GARCH-t GJR-n GIR-t
LLF 3386.6511 3386.6539 3386.6506 3386.6540
AIC -6743.3022 -6743.3079 -6743.3013 -6743.3080
BIC -6650.7198 -6650.7254 -6650.7188 -6650.7255

4.4.2. Cépula t-student

A cépula t-student apresenta dois parametros essenciais: a matriz de correlagao e os graus

de liberdade.

A baixo sao apresentadas as matrizes de correlagao para os modelos GARCH-n, GARCH-
t, GJR-n e GJR-t, respetivamente.

1
0.563822
0.282204
0.853031
0.215582

1
0.564159
0.543158
0.853115
0.215584

1
0.563781
0.282167
0.853015
0.215595

1
0.564159
0.282370
0.853115

| 0.215584

0.563822
1
0.196577
0.542865
0.322459

0.564159
1
0.543158
0.543158
0.322622

0.563781
1
0.196654
0.542975
0.322422

0.564159
1
0.196336
0.543158
0.322622

0.282204
0.196577
1
0.253437
0.057333

0.282370
0.196336
1
0.253518
0.057343

0.282167
0.196654
1
0.253480
0.057299

0.282370
0.196336
1
0.253518
0.057343

0.853031
0.542865
0.253437
1
0.167630

0.853115
0.543158
0.543158
1
0.167658

0.853015
0.542975
0.253480
1
0.167554

0.853115
0.543158
0.253518
1
0.167658

0.215582

0.322459

0.057333

0.167630
1

0.215584

0.543158

0.057343

0.167658
1

0.215595

0.322422

0.057299

0.167554
1

0.215584

0.322622

0.057343

0.167658
1

A tabela 19 comeca por apresentar os graus de liberdade, v, para cada modelo em analise.
Nesta tabela sao também apresentados os valores para a Log-likelihood Function, o Critério
de Informacao de Akaike e o Critério de Informacao de Bayesiano. Por estes ultimos valores
concluimos que a copula t-student com os modelos GARCH-t é a que melhor se adequa.

4.4.3. Coépula de Clayton

Como vimos anteriormente, a copula de Clayton apresenta um parametro 6. Este parametro
controla o grau de dependéncia entre as variaveis, ou seja, quanto maior for, maior serd a
dependéncia positiva entre as variaveis. Por outro lado, quanto menor for este valor, mais
fraca sera a dependéncia.
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TABELA 19. Coépula t-student

Modelo GARCH-n GARCH-t GIR-n GIR-t
v 4.02846905294 4.03027976992 4.02878996092 4.03027976992
LLF 4 010.03024066779 | 4010.03131931388 | 4 010.025952147021 | 4 010.03024066779
AIC - 7990.0604813356 |- 7990.0626386278 |- 7990.0590429404 (- 7990.0604813356
BIC - 7897.4780145539 |- 7 897.4801718461 |- 7897.4765761587 |- 7 897.4780145539

Desta forma, na tabela 20, encontramos o valor de # para os diversos modelos em estudo,
bem como os valores de LLF, AIC e BIC.

TABELA 20. Copula de Clayton

Modelo GARCH-n GARCH-t GJR-n GIR-t
g 0.47760538866 0.47760679539 0.47760522082 0.47760538866
LLF 1 486.68826064707 | 1486.68826068683 | 1486.68826064131 | 1486.68826364707
AIC - 2943.3765212941 |- 2943.3765213737 |- 2943.3765212826 |- 2943.3765212941
BIC - 2 850.7940545125 |- 2 850.7940545920 |- 2 850.7940545010 |- 2 850.7940545125

Concluimos assim que, para a cépula de Clayton, o modelo GARCH-t é o que melhor se
adequa dado que apresenta um menor valor para as variaveis AIC e BIC.

4.4.4. Cépula de Frank

A copula de Frank, tal como a cépula de Clayton, apresenta um parametro ¢, medindo se a
dependéncia é positiva ou negativa.

Pela tabela abaixo vemos que o 6 toma sempre valores positivos o que significa que, a
medida que uma variavel aumenta, a outra tende a aumentar também.

TABELA 21. Cépula de Frank

Meodelo GARCH-n GARCH-t GJR-n GIR-t
g 2.02785713803 2.02792683939 2.02785666268 2.02792683939
LLF 1208.16075972507 | 1208.16076031329 | 1208.16075971411 | 1 208.16076031329
AIC - 2 386.3215194502 |- 2 386.3215206266 |- 2 386.3215194282 |- 2 386.3215206266
BIC - 2 293.7390526685 |- 2 293.7390538449 |- 2 203.7390526465 |- 2 293.7390538449

Os modelos GARCH-t e GJR-t apresentam os menores valores de AIC e BIC para a

coOpula de Frank.

4.4.5. Cépula de Gumbel

O parametro 6 das cépulas de Gumbel mede a dependéncia entre as variaveis. Este parametro
foi apurado para os modelos em andlise e encontra-se refletido na tabela 22.

Para a cépula de Gumbel o modelo GARCH-t é aquele que melhor se adequa dado que o
Critério de Informacao de Akaike e o Critério de Informagao de Bayesiano tomam os valores

—2407.97 e —2315.39, respetivamente.
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TABELA 22. Coépula de Gumbel

Modelo GARCH-n GARCH-t GIJR-n GIR-t
(5} 1.26087541075 1.26066886175 1.26094449445 1.26066886175
LLF 1218.98706527304 | 1218.98733017737 | 1218.98680903870 | 1 218.98733017737
AIC - 2407.9741305461 |- 2407.9746603548 |- 2407.9736180774 |- 2 407.9746603548
BIC - 2 315.3916637644 |- 2 315.3921935731 |- 2315.3911512957 |- 2 315.3921935731

4.5. Previsao

Da analise apresentada acima percebemos que, de entre as copulas em estudo, a copula t-
student apresenta menores valores para o Critério de Informacao de Akaike e o Critério de
Informacgao de Bayesiano.

E relevante destacar a copula t-student com o modelo GARCH-t que, ao tomar o menor
valor, revela ser o modelo que tem uma melhor combinacao de ajuste aos dados e simplici-
dade. Assim, este modelo é o mais adequado para descrever os dados.

E, no entanto, interessante fazer uma previsao com este modelo para os dias correspon-
dentes ao nosso conjunto de treino. Desta forma, podemos comparar os valores previstos
pelo modelo e aqueles que efetivamente se verificaram. Tal andlise pode ser vista nas figuras
abaixo, para alguns segmentos deste periodo.
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O erro quadrético média (EQM) trata-se de uma medida estatistica frequentemente usada
para avaliar o desempenho de um modelo. O EQM mede a média dos quadrados dos erros
entre os valores previstos pelo modelo e os valores reais observados. Quanto menor for este
valor, melhor o modelo se ajusta aos dados.
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Na Tabela 23 encontram-se os valores para o EQM associado a cada indice. Podemos
verificar que todos tém um valor préximo de 2, a excecao do indice de Ouro e Prata. Tendo
em conta que o periodo em analise se trata de anos atipicos devido a pandemia COVID-19,
podemos dizer que o modelo revela um bom desempenho, sendo um pouco mais reduzido

para o indice PHLX GOLD/SILVER.

TABELA 23. Erro Quadratico Médio

Dados FTSE 100 S&P 500 Nikkei 225 STOXX 600 PHLX
GOLD/SILVER
Erro
quadratico 2.0883 2.7721 2.3249 2.1349 6.5536
médio
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4.6. VaR

O VaR é uma medida amplamente usada para quantificar o risco, no entanto, existem con-
sequencias caso este valor seja subestimado ou sobrestimado.

A subestimacao do VaR implica a subestimacao do risco envolvido numa posicao ou
portefdlio, dando uma falsa sensagao de seguranga que pode resultar na tomada de risco
excessivos. Assim, podemos estar perante decisoes de investimento ou de gestao de risco
inadequadas que podem levar a estratégias financeiras arriscadas e a nao alocagao de recursos
para cobrir riscos.

Por outro lado, a sobrestimacao do VaR tem subjacente a alocacao de recursos para cobrir
riscos que nao sao significativos, tomando uma abordagem excessivamente conservadora que
pode resultar na perda de oportunidades de investimento.

Desta forma, tanto a subestimacao como sobrestimacao do VaR tém implicagoes signifi-
cativas na tomada de decisao. Assim, é importante que o VaR seja calculado com precisao
para que as decisoes de investimento e a gestao do risco sejam apropriadas e equilibradas.

Como vimos anteriormente, o método cépula-GARCH considera a correlagao entre os
ativos e, ao usar copulas permite modelar a dependéncia multivariada de uma forma mais
flexivel que as abordagens tradicionais. Por sua vez, modelos paramétricos, por exemplo os
normais, assumem que o retorno do portefélio segue uma distribuicao normal, o que implica
que os retornos sao independentes. Os modelos paramétricos sao portanto uma abordagem
mais simplificada e, por vezes, inadequada para capturar riscos.

No nosso estudo, verificaAmos que a cépula t-student é aquela que melhor se adequa para
descrever aos dados, desta forma, é possivel calcular o VaR de um portefélio composto pelos
cinco indices em estudo de forma igual. Para um nivel de confianca de 95% obtemos um
valor para o VaR de, aproximadamente, 0.5352, enquanto que, para um nivel de confianca
de 99% este valor é 1.0350.

Se o valor fosse calculado parametricamente, assumindo que os retornos seguem uma
distribuicdo normal, o VaR seria 0.9307, para um nivel de confianca de 95% e 0.9419 para
um nivel de confianca de 99%.

Desta forma, podemos verificar que, ao considerarmos um modelo paramétrico usando
a distribuicao normal, para um nivel de confianca de 95% ocorremos numa sobrestimacao
do valor de VaR, enquanto para um nivel de confianca de 99% estamos perante uma subes-
timacao do VaR.

TABELA 24. VaR do portefolio

Cépula-GARCH Paramétrico

Método
95% 99% 95% 99%

VaR 0.5352 1.0350 0.9307 0.9419
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CAPITULO 5

Conclusoes

Ao longo desta dissertacao, exploramos a relevancia dos modelos de copula GARCH princi-
palmente no contexto das finangas, com o objetivo principal de avaliar a sua eficdcia. Esta
pesquisa demonstrou que estes modelos desempenham um papel fundamental na compre-
ensao e gestao de riscos nos mercados financeiros. Para o efeito foram analisados cinco
indices bolsistas, cuja importancia foi também realcada.

Esta analise abrangeu cinco indices cuidadosamente selecionados, cuja importancia foi
enfatizada durante o nosso estudo. As séries temporais vao de 20/09/2005 a 30/12/2022,
sendo portanto um periodo de quase 15 anos marcado por eventos turbulentos, como a crise
de 2008 e a pandemia. Assim, foi possivel analisar os métodos tendo em conta o contexto
dos mercados financeiros.

De entre as varias abordagens consideradas, destacamos a cépula t-student em conjunto
com o modelo GARCH-t como a mais apropriada para a nossa analise. Este resultado é
entao consistente com estudos anteriores. Através da aplicacao rigorosa e extensa de testes
na analise, confirmamos a capacidade do modelo GARCH para capturar a cauda pesada e a
heterocedasticidade observadas nas séries financeiras.

E importante ressaltar que, embora estes resultados estejam em linha com pesquisas
anteriores, a sua contribuicao reside na aplicacao especifica desses modelos num contexto
financeiro particular. A complexidade e dinamica dos mercados financeiros exigem aborda-
gens flexiveis e precisas. Este estudo reforga a posicao dos modelos cépula GARCH como
ferramentas vitais para a gestao eficaz de riscos financeiros.

Além disso, destacamos a importancia de continuar a pesquisa nessa area, procurando
aprimorar ainda mais a eficacia dos modelos cépula GARCH e a sua aplicacao em diferentes
cenarios financeiros. A constante evolucao dos mercados e a crescente complexidade dos
ativos financeiros exigem uma adaptacao continua das metodologias de modelagao do risco.

Concluindo, os modelos de cépula GARCH, e em particular a cépula t-Student com o
modelo GARCH-t, desempenham um papel crucial nas finangas, permitindo uma melhor
compreensao e gestao dos riscos. Este estudo confirma a relevancia dessas ferramentas e
incentiva a pesquisa continua nesta area para melhor atender as exigéncias provocadas pela
constante mudanca dos mercados financeiros.
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Anexo B: Representacao grafica da relagcao entre as renbilidades

diarias
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Anexo C: Autocorrelacao - Modelo GARCH-n
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Anexo D: Autocorrelacao - Modelo GARCH-t
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Anexo E: Autocorrelagao - Modelo GJR-n
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Anexo F: Autocorrelacao - Modelo GJR-t
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