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Resumo

Abordamos o fenémeno de sincronizacdo de sistemas dindmicos cadticos em tempo
continuo e em tempo discreto. Por permitir abordar as questoes que consideramos essen-
ciais em sincronizacao, todas as ligacoes estudadas envolvem apenas dois sistemas caéticos.
Em tempo continuo, nos regimes de sincronizacao idéntica e generalizada, aplicamos di-
versos esquemas de ligagdo unidireccional e bidireccional entre sistemas de Lorenz ou de
Réssler com comportamento caético. Procedemos & combinagao de alguns deles com subs-
tituicao total ou parcial nos termos nao-lineares do segundo sistema, uma possibilidade
que tem sido pouco explorada. Embora em alguns esquemas apenas se conclua acerca da
estabilidade local do estado sincrénico, apresentamos esquemas de ligagao onde a estabili-
dade global é garantida. As condicGes de estabilidade global resultam de uma abordagem
do método directo de Lyapunov diferente da usual. Em tempo discreto estudamos um
esquema de ligagdo nao-linear que surge de forma natural a partir da familia de trans-
formagoes quadraticas complexas analiticas. Tanto quanto sabemos esta ligagdo nao foi
até agora objecto de estudo. Trata-se de uma ligacdo assimétrica entre transformagoes
quadraticas reais. Quando nao é alcancada sincronizagao prética, mas a diferenca entre
as varidveis dindmicas dos dois sistemas é limitada, aplicamos uma técnica de controle
de caos. Obtemos sincronizagao idéntica e generalizada estdvel com algumas variantes da
ligacao original, privilegiando a auséncia de simetria. Duas delas constituem uma generali-
zagao ao uso de parametros de ligacao distintos. Por andlise da diferenca entre as varidveis
dindmicas dos sistemas, estabelecemos alguns resultados que garantem a sua sincronizacao

estavel.
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Abstract

We consider synchronization phenomena of chaotic dynamical systems, both in con-
tinuous and discrete time. In what follows we will always consider two chaotic dynamical
systems, since they are sufficient to study the essential in the proposed coupling schemes.
In continuous time, for identical and generalized synchronization, we apply various uni-
directional and bidirectional coupling schemes between Lorenz or Rossler systems with
chaotic behavior. We combine some of these with total or partial substitution on the
nonlinear terms of the second system, a coupling version that was less explored. In some
cases we only conclude about local stability of the synchronous state, and in other studies
we present coupling schemes where the global stability is guaranteed . The conditions of
global stability are obtained from a different approach of the Lyapynov direct method.
In discrete time, we study a nonlinear coupling scheme that appears in natural a family
of analytic complex quadratic maps. We are not aware about any studies of this type of
coupling. It is an asymmetric coupling between two real quadratic maps. When practical
synchronization is not achieved, but the difference between the dynamical variables of the
systems is limited, we still can apply a chaos control technique. We obtain stable identical
and generalized synchronization with some versions of the original coupling, highlighting
the absence of symmetry. Two of them are generalizations promoting the use of different
parameters coupling. By analysing the difference between the dynamical variables of the

systems, we obtain some results leading to stable synchronization.

Key-words

Continuous and discrete chaotic systems, chaos synchronization, local and global as-

ymptotical stability, numerical simulations.
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Introducao

A primeira observagao de sincronizagao foi descrita pelo fisico holandés Christiaan
Huygens em 1665 [24]. Neste caso, o fenémeno foi evidenciado pela igualdade de periodo
em relégios mutuamente ligados. Posteriormente, a sincronizacao de sinais periédicos foi
sendo detectada em muitos outros processos dindmicos, tornando-se comum a outras dreas
cientificas e objecto de aplicagbes diversas em engenharia. Dada esta descoberta original
de Huygens, o fenémeno de sincronizagao estd, no sentido cldssico do termo, associado a
capacidade de sistemas dissipativos auto-oscilatérios ajustarem os seus comportamentos
de modo a seguirem um movimento periédico global.

O estudo de sistemas dinidmicos baseou-se, durante muito tempo, em exemplos de
equagoes diferenciais com solugbes regulares. Se essas solu¢ées permaneciam numa regiao
limitada do espaco de fase, entéo elas ajustavam-se a um de dois tipos de comportamento,
um ponto de equilibrio estdvel ou uma oscilagao periédica ou quase-periddica.

Actualmente, o termo "sincronizagdo"é usado num sentido mais amplo incluindo sis-
temas cadticos, tanto discretos como continuos. A andlise numérica de populacoes cadticas
presentes na natureza, mesmo heterogéneas, revela que a sincronizagao é possivel e fre-

quente.

O caos pertence ao vasto campo da teoria de oscilagoes nao-lineares cujo desenvolvi-
mento significativo foi iniciado no século passado. Embora, ja nos anos 20 e 30, Andronov
tenha proposto uma classificacdo de comportamentos nao-lineares (1933) e Van der Pol
tenha detectado experimentalmente oscilagdes tipo-ruido em circuitos electrénicos (1927),
a experiéncia que impulsionou a consideracao de comportamento cadtico deve-se a Lorenz
[42]. Em 1961, trabalhando num modelo simplificado de transferéncia atmosférica de
trés equacoes diferenciais nao-lineares simples, observou numericamente que fazendo mu-
dancas muito pequenas nas condic¢oes iniciais obtinha um efeito enorme nas suas solugoes.
Tratava-se da evidéncia de uma das propriedades fundamentais da dinAmica cadtica que
mais tarde foi designada por dependéncia sensivel as condi¢Oes iniciais. E de notar que
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esta propriedade ja havia sido investigada do ponto de vista topolégico por Poincaré, e

descrita na sua monografia Science and Method de 1903.

A sensibilidade as condicoes iniciais leva a que uma perturbacio infinitesimal nas
condigoes iniciais de um sistema dindmico, em tempo discreto ou continuo, conduza a
divergéncia/separagao exponencial no decurso do tempo de 6rbitas inicialmente préximas.
Por muitos anos esta propriedade tornou o caos indesejdvel, visto que reduz a previsibili-
dade do sistema caético em longos periodos de tempo. No entanto, a comunidade cien-
tifica foi progressivamente tomando consciéncia de um terceiro tipo de comportamento
na dinmica: o comportamento cadtico. Algumas experiéncias, cujo resultado anémalo
tinha sido anteriormente explicado em termos de erro experimental ou ruido introduzido,
foram reavaliadas para uma explicagdo em termos de caos e este passou a ser objecto de
um estudo matematico rigoroso. Uma medida da sensibilidade as condigoes iniciais é hoje
quantificada pelos expoentes de Lyapunov. A entropia topolégica e a entropia métrica sao
quantidades que, tal como os expoentes de Lyapunov, também medem a complexidade da

dindmica de um sistema.

Em meados dos anos 70, o termo "caos deterministico"foi introduzido por Li e Yorke
[41] num célebre artigo Period three implies chaos. Nesse artigo ¢ apresentado o estudo dos
possiveis periodos em pontos periédicos de transformacoes reais continuas definidas num
intervalo e é provado que se uma transformacao tem uma érbita periédica de periodo trés
entao ela é cadtica. No entanto, este resultado pode ser considerado como um corolério de
um forte resultado de Sharkowski [78] apresentado num artigo escrito em russo de 1964.
Esse resultado, relativo & existéncia de pontos periédicos para transformacoes continuas,
baseia-se numa certa ordem dos niimeros naturais hoje designada por sucessao ou ordem
de Sharkowski. Embora néo exista uma definicdo formal unica do termo "caos deter-
ministico", o comportamento caético pode ser definido como um padrao observavel que se

apresenta irregular e imprevisivel em grandes escalas de tempo.

Muitos sistemas dindmicos nao-lineares sao dependentes de pardmetros de controle
num certo espaco paramétrico. Para fins aplicativos é crucial entender a evolugao do
comportamento qualitativo dos elementos de uma familia de sistemas dindmicos quando
os parametros variam. A mudanca qualitativa do comportamento de sistemas din&mi-
cos induzida por variacdo de um dos seus parametros é hoje conhecida por bifurcacao.
O trabalho de Poincaré — para descrever a separacao das solugoes de equilibrio numa
familia de equactes diferenciais — é pioneiro na importancia dada as mudancas qualita-

tivas/topoldgicas do comportamento dindmico, e na introdugao do termo "bifurcagao".



No entanto, ainda nao ha concordancia quanto ao significado rigoroso deste termo. E
de salientar que a teoria de bifurcagées é um tema com origens matemadticas cldssicas,
por exemplo nos trabalhos de Euler no século XVIII. Para esclarecer quais os possiveis
"itinerdrios para caos", tem grande relevancia um artigo [45] de May, publicado em 1976
na revista Nature, em que descreve a bifurcagdo duplicacao-periodo na transformacao

logfstica.

Geometricamente, um atractor pode ser um tnico ponto, uma curva, uma variedade,

ou mesmo um conjunto com estrutura fractal conhecido por atractor estranho.

A presenca de um atractor cadtico no espaco de fase — que tem tipicamente mergulhado
no seu interior um conjunto infinito e denso de érbitas periédicas instaveis — leva a que seja
impossivel determinar qual a posicao do sistema no atractor ao longo do tempo, mesmo
conhecendo a sua posigdo nesse (mesmo) atractor num momento anterior. As Orbitas
periédicas instdveis mergulhadas no atractor cadtico constituem um invariante dindmico
do sistema e, a sua investigagao sistemdtica, permite a caracterizacao e a estimacao de
muitos outros invariantes dindmicos tais como a medida invariante natural, o espectro
de expoentes de Lyapunov e as dimensoes fractais. A relacdo entre as trajectérias do
atractor cadtico e as Orbitas periddicas instdveis nele mergulhadas tem sido explorada
com detalhe para sistemas dindmicos hiperbdlicos, para os quais a divisao em subespacos
invariantes estavel e instdvel é consistente (robusta) sob a evolugdo da dinamica [16], e
sistemas néao-hiperbdlicos com tangéncias homoclinicas. O conjunto infinito de érbitas
peridédicas instdveis mergulhadas num atractor cadtico localizado nalguma variedade in-
variante simétrica desempenha um papel fundamental no mecanismo de desestabilizacao
desse atractor, pois é responsédvel pela dindmica de fenémenos tais como riddling da bacia

de atracgao e bubbling do atractor cadtico ([48],[38]).

Pode suceder que, para diferentes regioes do espaco paramétrico do sistema, existam
diferentes atractores (atractores miiltiplos) e, como tal, até o comportamento assimptético
qualitativo do sistema depende em muito das condigoes iniciais estabelecidas. Mesmo em
sistemas com simetria, pode ocorrer o fenémeno de multi-estabilidade, onde se verifica a
coexisténcia de mais do que um atractor para um dado conjunto de pardmetros. Neste
caso, o comportamento assimptdético qualitativo do sistema nao pode ser previsto pois
para cada condicao inicial nao sabemos, em principio, em qual dos atractores a dindmica

do sistema finalmente estabiliza.

O comportamento caético pode ser observado em sistemas naturais e em experiéncias

e modelos computacionais de muitas dreas cientificas, revelando-se um fenémeno robusto.



A capacidade da dindmica cadtica para ampliar pequenas perturbacoes potencia o seu uso
na obtencao de estados especificos desejados num sistema cadtico, sem mudar substancial-
mente as suas principais propriedades dindmicas e com um dispéndio de energia pequeno.
Os desenvolvimentos em teoria de controle e de sincronizagao de caos sao disso conse-
quéncia. Estes dois processos (fenémenos) tém raizes comuns. Em ambos os processos
estd subjacente a ideia de intervir num sistema caético nao-linear, por escolha de regides
paramétricas a perturbar ou por condugao externa, de modo a restringir o seu movimento
a um subespaco acessivel do espago de fase. Em controle de caos procura-se deslocar o
sistema para um conjunto invariante acessivel onde os movimentos sao mais regulares,
enquanto em sincronizagao de caos se procura obter um conjunto invariante no espaco
de fase do sistema ligado, o subespago de sincronizacao, no qual tem lugar o movimento
sincrénico. Embora o conceito de sincronizacao de caos tenha, em geral, evoluido de forma
auténoma, hd uma tendéncia recente para unificar o estudo de controle e sincronizagao de

caos sob a mesma rubrica.

A dinadmica de um sistema exibe comportamento cadtico quando nunca se repete a
si prépria e mesmo que condicoes iniciais estejam correlacionadas por proximidade, as
trajectdrias correspondentes rapidamente se tornam nao-correlacionadas. Como tal, a
possibilidade de obter sincronizacao de sistemas caéticos através de ligacao apropriada
pode parecer impossivel. Digamos que, intuitivamente, os termos "caos"e "sincroniza-
¢ao"sao mutuamente exclusivos. Mesmo seguindo a evolucao de dois sistemas cadticos
idénticos que iniciem de pontos préximos no espaco de fase, mas nao exactamente iguais,
verificamos que divergem entre si nos seus comportamentos, embora ambos conservem
o mesmo padrao de atractor cadtico. Observam-se dois processos cadticos sem qualquer
correlagdo mitua (independentes).

Por outro lado, a possibilidade de mudancas qualitativas/topolégicas no comporta-
mento dindmico dos elementos de uma familia de sistemas dindmicos, indicadas pelos
possiveis pontos de bifurcagao, dificulta a sincronizacao de sistemas nao-idénticos, mesmo
que diferindo por pequenos desajustes paramétricos. Um desvio infinitesimal em qualquer
um dos parametros pode conduzir a dindmicas qualitativamente distintas.

Ainda, duas trajectérias ja sincronizadas podem perder a estabilidade da sincronizagao
por influéncia de ruido externo. Contudo, devido & propriedade ergédica das trajectérias
cadticas, ap6s um tempo transitério finito, estas ficardo de novo préximas e podem voltar
a sincronizar. Neste sentido, o método de sincronizacao é robusto contra rufdo externo

pequeno.



Os estudos efectuados nas duas ultimas décadas tém revelado que é falsa a ideia intu-
itiva de impossibilidade de sistemas cadticos se comportarem em sincronia. Na verdade,
embora seja impossivel reproduzir exactamente condicoes iniciais e parametros iguais, e-
xistem conjuntos de osciladores cadticos ligados em que o efeito atractivo de uma ligacao
suficientemente forte pode anular/compensar a tendéncia das trajectérias para divergirem
devido a dindmica cadtica. Como resultado, é possivel alcancar sincronizacao total em sis-
temas cadticos desde que sejam ligados por uma ligagao dissipativa apropriada. Sincronizar
sistemas cadticos é entao ligd-los de modo a "forgar” que sigam a mesma trajectoria no

atractor cadtico, por aplicacao de pequenas perturbacoes entre os sistemas.

Em sincronizacao de dois sistemas cadticos é possivel considerar duas configuracoes
de ligagao: unidireccional (ou direccional) e bidireccional (mitua ou global). Em ligacao
unidireccional um dos sistemas, designado por transporte ou mestre, interfere no outro,
designado por resposta ou escravo, sem que este fornega retorno ao primeiro. A ligacao

bidireccional implica interac¢ao mitua entre dois sistemas.

Sistemas dinamicos cadticos ligados sao construidos de elementos simples e de baixa-
dimensao para formar novas e mais complexas organizagoes, com a garantia de que as
caracteristicas dominantes das componentes individuais subjacentes sejam mantidas, ou
seja, que os dois sistemas sejam capazes de actuar de forma independente na sua maior
parte, sem que um domine o outro. Esta construcao ”cumulativa” pode também ser
usada para criar um novo sistema cujo comportamento é mais flexivel e/ou rico do que
as suas componentes, mas cuja andilise e controle se mantenham acessiveis. O conceito
de que vérios sistemas, quando interagindo nao-linearmente, dao origem colectivamente a
novas dindmicas que nao sao atribuiveis as partes componentes individuais é designado

por emergéncia.

Nao é possivel prever antecipadamente as consequéncias de uma ligacdo. A introducio
de ligagao em sistemas cadticos pode mudar drasticamente as propriedades qualitativas
da dindmica. Ela pode estabilizar em comportamento periédico, pode produzir ocasional-
mente correlagoes escondidas entre os elementos (embora a dindmica seja aparentemente
turbulenta), ou pode induzir a sincronizagado de um subconjunto das varidveis dinamicas.
A eficdcia de uma ligagao entre sistemas de igual dimensao decorre, em primeiro lugar, da
andlise da diferenca entre as coordenadas respectivas das varidveis dos sistemas envolvidos,
que pode ser designada por erro de sincronizacao. Em situacao optimal, uma ligacao de
sistemas cadticos conduz & sua sincronizacao assimptética, em que o erro de sincroniza-

¢ao converge para zero ao longo do tempo. No entanto, foi introduzida recentemente por



Stefanski e Kapitaniak [85] uma forma de sincroniza¢ao menos exigente, em que apenas é
esperada a estabilizagdo do erro de sincronizagao abaixo de uma constante inferior a um,
designada por sincronizacao prética no sentido de Kapitaniak. Nota-se que a dindmica
cadtica introduz novos graus de liberdade em conjuntos de sistemas ligados. Contudo,
quando dois ou mais osciladores caéticos sao ligados e é alcancada sincronizacao, em geral
o nimero de graus dinamicos de liberdade para o sistema ligado efectivamente decresce.
No entanto, as especificidades do comportamento cadtico tornam impossivel aplicar direc-
tamente & sincronizac¢ao de sistemas cadticos os métodos desenvolvidos para sincronizagao

de oscilacoes periddicas.

A sincronizagdo de caos iniciou-se em meados dos anos 80 com os estudos de Kaneko
[28] e de Afraimovich et al. [4] sobre a ligacao de sistemas idénticos discretos e continuos,
respectivamente, evoluindo de condicGes iniciais diferentes. De salientar, na mesma década,
os trabalhos de Fujisaka e Yamada (][90],[91]) que introduziram o estudo dos expoentes de
Lyapunov transversais no sistema ligado, acentuando a ideia de como a dindmica pode
mudar com a ligacao, e os de Pikovsky ([62],[63]) e Afraimovich et al. [4] que apresentaram
muitos dos conceitos fundamentais em sincronizacgao de caos. S6 na década de 90, com os
trabalhos de Pecora e Carroll ([58],[59],[13]), foi consolidada sincroniza¢ao de caos como um
tépico de pesquisa auténomo, a par com o estabelecimento rigoroso da teoria de controle
de caos por Ott, Grebogy e Yorke [51]. Os artigos referidos mereceram, desde logo, muita
atencao por parte da comunidade cientifica e desencadearam o desenvolvimento de véarios
métodos de sincronizacao.

Em sistemas de comunicacao, especialmente os que envolvem sinais cujo comporta-
mento futuro é dificil (ou impossivel) prever durante a transmissao, algum tipo de sin-
cronizagao entre transmissor e receptor é evidentemente 1til. Este facto motivou os tra-
balhos de Pecora e Carroll ([58],[59],[13]), onde ¢ estabelecido um método de sincronizagao
por ligacao de dois sistemas dindmicos idénticos e cadticos por transmissao de um sub-
sistema. condutor que funciona como um sinal cadtico comum entre eles. Deste modo, o
método de Pecora e Carroll, também designado por substituicdo completa, sugere como
um estado cadtico sincrénico pode ser usado como um condutor em comunicac¢ao. Assim,
dado um sistema cadético, a sincronizacao por este método exige a decomposi¢ao do sis-
tema de modo a obter um subsistema condutor apropriado. Para tal testam-se usualmente
véarias combinagoes de um subconjunto de varidveis estado para identificar um subsistema
condutor estdvel. Parece contra-intuitivo que um sistema nao-dissipativo possa conduzir

a sincronizacao mas, num sistema dindmico multidimensional preservando-volume, deve



existir pelo menos uma direccdo contractora de modo que volumes no espaco de fase se-
jam conservados, o que permite escolher um subsistema estdvel. Dada a possibilidade
de sincronizar dois sistemas cadticos, é necessdrio determinar condicées sob as quais tal
sincronizacao é estdvel. Nesses trabalhos, além de estabelecer o mecanismo de ligacao, que
é relativamente directo mas ilusoriamente simples, Pecora e Carroll ([58],[59]) apresentam

as primeiros respostas a esta questao.

Embora em substituicdo completa apenas exista um nimero finito de possiveis decom-
posicoes de um sistema cadtico, a ideia base de Pecora e Carroll de decompor sistemas
cadticos para obter um subsistema condutor, tem conduzido a outros métodos de sin-
croniza¢ao mais gerais, sem requerer a decomposicao do sistema caético original em dois
subsistemas estéveis. Kocarev e Parlitz ([35],[56]) propuseram o método de decomposigao
activo-passivo baseado na decomposicao do sistema transporte em duas componentes, uma
activa e outra passiva, e na transmissao de um sinal escalar do sistema transporte para o
sistema resposta que pode ser fun¢do de um sinal informacao. Diferentes réplicas da com-
ponente passiva sincronizam quando conduzidas pela mesma componente activa. Segundo
Stefanski e Kapitaniak [86] uma trajectéria cadtica de um sistema pode sincronizar com
uma trajectéria cadtica de um sistema idéntico por adicao de um termo amortecedor linear
proporcional & diferenca entre as varidveis estado correspondentes dos dois sistemas. Este
termo funciona como um sinal de controle aplicado apenas ao sistema resposta na forma de
feedback negativo e, como tal, a ligacdo diz-se por controle feedback negativo. A aplicagao
deste método a diferentes modelos experimentais, por autores como Lai e Grebogy [37],
Kapitaniak [29], John e Amritkar [26], Anishchenko et al. [6], Ding e Ott [15], Pyragas

[68] e Wu e Chua [93], mostra que é eficaz quando o sistema ligado tem um unico atractor.

Segundo Fujisaka e Yamada ([90],[91]), uma maneira natural de introduzir uma ligac¢ao
bidireccional entre dois sistemas idénticos e cadticos é adicionar termos de ligacao lineares
simétricos as expressoes que os definem. Este mecanismo de ligagao, que pode ser total
ou parcial, é designado por ligagao difusiva linear. Um estudo de Stefanski [84] mostra
que as propriedades de divergéncia e convergéncia exponencial em ligacao total permitem
estimar o maior expoente de Lyapunov de qualquer sistema dindmico caético, uma possi-
bilidade que é especialmente 1til em sistemas nao-suaves, onde a estimacao de expoentes

de Lyapunov nao ¢é directa.

Conforme o exposto, existem vdrias configuracoes de ligagdo entre sistemas idénti-
cos e caodticos de modo que eles se tornem sincronizados. Neste regime, designado por

sincronizacao idéntica, as trajectérias cadticas dos sistemas idénticos e caéticos ligados



coincidem exactamente no tempo devido a forte interaccao entre eles. Cada um dos sis-
temas mantém o seu comportamento cadtico mas, quando é atingido o estado sincrénico
simétrico, ou seja, quando a evolucao dos seus vectores estado é coincidente, a dindmica
do sistema ligado fica restringida a um hiperplano de sincroniza¢do no espago de fase.
Em ligagao de sistemas caéticos discretos sao considerados pardmetros que controlam
a forca de ligagao entre os sistemas, tal como em ligacao difusiva linear e em ligacao por
controle feedback negativo de sistemas continuos. Conforme a estrutura dos termos de
ligagao envolvendo esses pardmetros, distinguem-se virios esquemas de ligagao em tempo
discreto: ligagao dissipativa externa ou interna, ligacao difusiva linear, ligacao por termos
quadréticos ou ligagao bilinear. Os resultados de estabilidade do estado cadtico sincrénico

dependem dos parametros de ligacao considerados.

Embora o fenémeno de sincronizacao de caos tenha sido detectado a partir de exemplos
com sistemas cadticos idénticos, o comportamento destes sistemas em sincronia constitui
apenas uma amostra da abundéncia de diferentes tipos de comportamento interdependente
que podem ser detectados em sistemas caéticos ligados. Embora o regime de sincronizagao
idéntica seja o mais corrente e com maior nimero de resultados teéricos, muitos trabalhos
tém revelado que também é possivel a sincronizacao de sistemas nao-idénticos, definidos
por leis de evolucao que apenas diferem por pequenos desajustes paramétricos ou que
sao mesmo distintas (podendo até diferir em dimensao), caso em que se diz sincronizagao
generalizada, em configuracao bidireccional ou até unidireccional. Muitos dos esquemas
de ligacao entre sistemas cadticos nao-idénticos sao uma extensao dos conhecidos entre
sistemas idénticos.

A primeira definicdo matematica do caos sincronizado num sentido generalizado deve-
se a Afraimovich et al. [4], em 1986, e ¢ baseada na existéncia de um homeomorfismo entre
sistemas com desajustes paramétricos que relacione as projeccoes das trajectérias cadticas
sincronizadas sobre subespacos dos espacgos de fase dos sistemas transporte e resposta.
No entanto, o termo "sincronizacao generalizada"s6 foi introduzido por Rulkov et al. [77]
em 1995. Reportando & sincronizagao de sistemas periédicos unidireccionalmente ligados,
a ideia central neste artigo, assim como no de Kocarev e Parlitz [36] de 1996, é a de
tomar a capacidade de prever o estado actual do sistema resposta a partir da informacéao
cadtica medida no sistema transporte como uma definicao de sincronizagao generalizada.
A previsibilidade aponta para a existéncia e estabilidade de um atractor cadtico do sistema,
ligado.

Assim, a maioria dos métodos de deteccio de sincronizacao generalizada considera que



esta se traduz pela existéncia de uma relacdo funcional entre os sistemas, tanto melhor
quanto mais regular, cujo grafico contenha uma variedade invariante e estdvel, designada
por variedade de sincronizacgao, na qual esteja mergulhado o atractor caético relativo a
sincronizacao. Este regime de sincronizacao é mais fraco que o de sincronizacao idéntica,
dado que a dependéncia persistente (robusta) e estdvel entre os vectores estado de cada um
dos sistemas nao é necessariamente a identidade de estados. Por outro lado, a auséncia, em
geral, de simetria intrinseca no sistema ligado dificulta a obtengdo de um estado sincrénico
estavel. Nota-se que a relacdo funcional ndo tem de ser necessitamente valida em todo o

espaco de fase dos sistemas ligados, mas apenas na variedade invariante.

Nota-se que a definigao original de Afraimovich et al. [4], embora permita um conjunto
de resultados analiticos sobre estabilidade dos estados sincrénico, nao é particularmente
satisfatéria por nao fazer referéncia a natureza atractora do conjunto de sincronizagao e por
exigir a verificacao de condig¢oes cuja validade em experiéncias reais nem sempre pode ser
exibida. Por outro lado, a definigdo apresentada por Rulkov et al. [77], abrange situagoes
da fisica, da biologia e da economia, nas quais foi detectada sincronizacao de caos, em
que a exigéncia de um homeomorfismo entre as projeccoes nao era satisfeita. Contudo,
para sistemas com dindmica invertivel, a definicdo de Rulkov et al. [77] é equivalente
& existéncia de uma funcao continua entre os estados dos sistemas quando eles estao no

atractor cadtico sincrénico.

Os estudos efectuados mostram que o sistema resposta é assimptoticamente estével
sempre que exista uma funcao que transforme cada trajectéria no atractor do sistema
transporte numa trajectéria no atractor do sistema resposta, designada por funcao de
sincronizacao. Neste caso, as trajectérias cadticas sincronizadas estao localizadas numa
variedade de sincronizagao estdvel. Com base na equivaléncia entre sincronizagao generali-
zada no sistema ligado e estabilidade assimptética do sistema resposta, Abarbanel et al.
[2] estabeleceram um critério para detec¢ao de sincronizagao generalizada, designado por
abordagem sistema auxiliar.

A sincronizacgao generalizada inclui a idéntica como caso particular, em que a relagio
funcional é a funcdo identidade e a variedade de sincronizagao é um hiperplano. No
entanto, enquanto esta é facilmente visualizada na representacao da diferenca entre as co-
ordenadas dos dois sistemas liagdos, a detecgao de sincronizagao generalizada nao obedece
a um método simples, especialmente quando se analisa informacao obtida experimental-
mente. Excepto em casos especiais de ligacao entre sistemas com pequenos desajustes

parameétricos, raramente é possivel exibir férmulas explicitas da fungao de sincronizacao
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ou ter uma variedade de sincronizagao trivial no espago de fase. Em geral, as oscilagbes
cadticas sincronizadas sao diferentes das geradas pelos sistemas cadticos desligados. Por-
tanto, a analogia entre o atractor caético sincrénico e os atractores caéticos dos sistemas
desligados nao pode ser considerada como uma exigéncia para definir sincronizacao gen-

eralizada.

A estabilidade assimptotica do sistema resposta nao garante que a fungao de sincroniza-
¢ao é continua, nem sequer a existéncia de uma funcédo de sincronizacao entre os sistemas.
Tém sido observadas situagoes experimentais em que o sistema resposta é assimptotica-
mente estdvel mas o atractor cadtico para o sistema ligado tem uma estrutura complexa
e a funcdo de sincroniacio néo é diferencidvel. A dindmica na variedade de sincronizacio
é, em geral, bastante complexa, em consequéncia da falta de simetria no sistema ligado
ou da nao-invertibilidade do sistema transporte. Contrariamente ao verificado em sin-
cronizacao idéntica, em que as trajectérias sao atraidas ao plano de simetria e a variedade
de sincronizacgao é trivial, muitos sistemas reais exibem subespagos de sincronizagao com
estruturas geométricas nao-triviais inerentes ao sistema ligado: rugosidades, cusps ou ban-
das, que podem coexistir num mesmo sistema e ter um efeito prejudicial na detecgao de
sincronizacao. Diversos métodos existentes para deteccao de sincronizacao generalizada,
apresentados em [77], [60] e [80], sao dificultados pela presenga de tais estruturas. A
ocorréncia de rugosidades é provocada, em geral, pela existéncia de conjuntos invariantes
mergulhados no subespaco de sincronizacao nos quais a fungao de sincronizagao ter difer-
entes graus de regularidade Holder. Os diferentes expoentes Holder, dados pelo médulo
do quociente entre o expoente de Lyapunov relativo & direccao contractora transversal e
o menor expoente de Lyapunov negativo do transporte, dependem da intensidade da taxa
de contracgao na direcgdo transversal ao subespago de sincronizacao [23]. A presenca de
cusps decorre tipicamente da existéncia de pontos criticos no atractor do sistema trans-
porte definido por uma transformacao nao-invertivel suave. Numa vizinhanca de um ponto
critico, onde a matriz Jacobiana é singular, podem existir érbitas do sistema transporte
ao longo das quais a contraccao é arbitrariamente grande e o subespaco de sincronizagao
ser tipicamente nao-diferencidvel préximo dele. Se o sistema transporte nao é invertivel,
a funcdo de sincronizacdo pode nao ser continua ou nem sequer existir como funcao, pois
existem estados tipicos do transporte que tém mais do que uma pré-imagem. No sub-
espaco de sincronizagao podem entao ocorrer diversas bandas, caso em que a funcao de
sincronizacao €, em geral, substituida por uma relagao multivoca entre os sistemas ligados,

embora a resposta seja ainda assimptoticamente estdvel. Neste caso nao é possivel prever
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um estado da resposta pelo do transporte.

A deteccao de caracteristicas de sincronizagao generalizada com base em informagao
experimental, conta fortemente com a continuidade da fungao de sincronizagao e, em geral,
também requer um certo grau de suavidade. Neste caso as fungdes no sistema ligado sao
desconhecidas e, quando a sincronizacao generalizada é estdvel, pode tentar-se em casos
relativamente simples a construcao aproximada da funcao de sincronizagao por meio de
métodos numéricos. No entanto, se ocorrem desvios & dependéncia funcional entre os
sistemas, nunca serd claro se sao consequéncia da perda de sincronizagao no sistema ligado
ou da inexactidao da funcao considerada. Assim, tém surgido defini¢oes alternativas que
diferem quanto as propriedades de regularidade impostas & fungdo de sincronizagao e tém
revelado diferentes resultados na detecgdo de sincronizagao generalizada em informacao
experimental. Recentemente tém sido requeridas propriedades difeomdérficas por autores
como Abarbanel et al. [2], Pyragas [70] e Hunt et al.[23]. Pyragas [70] distingue ainda entre
dois tipos de sincronizacao generalizada: sincronizacao forte no caso de uma transformacao

de sincronizagao suave e sincronizacao fraca no caso contrario.

Para que a sincronizacao generalizada tenha interesse pratico (aplicativo), ela deverd
persistir sob perturbacdes arbitrariamente pequenas quer da ligacao quer da dindmica
dos sistemas componentes. Tal como no caso de sincronizacao idéntica, a estabilidade
da variedade de sincronizagao pode ser local, garantida pela negatividade dos expoentes
de Lyapunov que caracterizam as perturbagoes transversais & variedade de sincronizagao
(expoentes de Lyapunov tranversais ou condicionados) [70] e/ou pelo estudo dos valores
préprios da linearizacao do sistema ligado, ou global, garantida pela existéncia de uma
fungao de Lyapunov (método directo de Lyapunov) [36]. Os resultados de estabilidade
local da sincronizagdo nao garantem que esta se verifica quando o sistema ligado é ini-
ciado a partir de outra condigao inicial. Para averiguar a possibilidade de sincronizagao
estavel no sistema ligado, nao é indiferente a escolha da condigao inicial quando este pos-
sui mais do que um atractor no espaco de fase. Em contraste com o método directo de
Lyapunov, o estudo dos expoentes de Lyapunov transversais é bastante directo e pode
ser facilmente aplicado, mesmo em sistemas muito complicados. Contudo, tem sido apon-
tado por Stefanski e Kapitaniak [85] que, na prética, a negatividade de expoentes de
Lyapunov nem sempre garante que nao existam conjuntos invariantes instdveis na var-
iedade de sincronizagao que possam causar perda de sincronizagao quando existe ruido
ou pequenos desajustes paramétricos. Nota-se que, ao contrdrio do que se verifica em

ligacao unidireccional, em bidireccional os expoentes de Lyapunov de um dos sistemas
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nao sao 0s mesmos que os expoentes que caracterizam as perturbagoes transversais. Em
ligacao unidireccional, o comportamento do sistema ligado na variedade de sincronizagao
¢é controlado apenas pela dindmica do sistema transporte. Quando ocorre perda de sin-
cronizagao, o sistema transporte deixa de ter controle completo sobre o comportamento
do sistema resposta e pequenas perturbacoes no sistema resposta crescerao. Embora o
processo de perda de sincronizacao seja andlogo ao verificado em sincronizagéao idéntica, a
identificacao de bifurcagoes tipo-bubbling ou tipo-blowout pode ser dificultada pela com-
plexidade do subespago de sincronizagéo. Por diferenciacao continua entre o transporte
e a resposta quando a forga de ligagdo decresce, Barreto et al. [10] propdem um método
que permite tratar o problema usando uma decomposicao baseada na identificacao de or-
bitas periédicas instédveis do sistema transporte. E descrita a criacio e evolugdo de um
conjunto complicado de drbitas que se desenvolvem fora da variedade de sincronizacao,
designado por conjunto emergente. E também identificado um ponto de transicéo critico

deste processo.

Ao longo desta tese abordamos o fenémeno de sincronizagdo de sistemas dindmicos
cadticos em tempo continuo e em tempo discreto.

Sao vdrias as razoes que motivaram a escolha deste tema de trabalho. O fenémeno
de sincronizacao de caos é, desde logo, interessante pelo seu elevado potencial aplicativo.
Esse potencial é transversal a dreas do conhecimento tao distintas como a fisica, a biologia
ou a economia. Consideramos sobretudo estimulante o estudo de um fenémeno que exige
o ajustamento de comportamentos dindmicos, de modo a obter um movimento cadtico
coincidente, e tal ser possivel precisamente em sistemas dindmicos cadticos em que a de-
pendéncia sensivel as condigoes iniciais € uma das caracteristicas. A existéncia de algumas
analogias entre sincronizacao e controle de caos e a possibilidade de aplicar técnicas de
controle de caos como forma de optimizar os resultados de sincronizacao constitui mais
um elemento motivador da escolha do tema. Além de tudo isto, ndo descuramos o facto de
o fenémeno de sincronizacao de caos ser bastante recente na teoria nao-linear de sistemas
dinamicos e ainda continuar a suscitar um elevado interesse na comunidade cientifica.
Contudo, apesar do esfor¢o desenvolvido na investigacao deste fenémeno, muitas questoes
permanecem em aberto.

Apresentamos uma breve revisao de nocoes preliminares em dindmica nédo-linear e,
em particular, em sincronizagao de sistemas dindmicos cadticos. Por permitir abordar
as questoes que consideramos essenciais no fenémeno de sincronizagao, todas as ligacoes

estudadas envolvem apenas dois sistemas caéticos. Nos regimes de sincronizagao idéntica
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e generalizada aplicamos aos sistemas de Lorenz e de Rossler, para valores paramétricos
que conduzem a comportamento cadtico, diversos esquemas de ligacao. Averiguamos a
obtencao de sincronizacao estdvel quando se procede & combinagao de alguns deles com
substituicao parcial, em especial nos termos nao-lineares do segundo sistema, ou total.
Tanto quanto sabemos esta possibilidade tem sido pouco explorada. Embora em alguns
esquemas apenas se conclua acerca da estabilidade local do estado sincrénico, apresentamos
esquemas de ligacdo onde a estabilidade global é garantida. As condig¢oes de estabilidade
global resultam do método directo de Lyapunov, numa abordagem diferente da usual.
Em tempo discreto estudamos um esquema de ligagdo nao-linear que surge de forma
natural a partir da familia de transformacoes quadrédticas complexas analiticas. Tanto
quanto sabemos esta ligacao nao foi até agora objecto de estudo. Trata-se de uma ligacao
assimétrica entre transformacoes quadraticas reais, o que constitui um desafio acrescido.
Quando n&o é alcancada sincronizacao pratica mas a diferenca entre as varidveis dos dois
sistemas é limitada, aplicamos uma técnica de controle de caos. Obtemos sincronizacao
idéntica e generalizada estdvel ao considerarmos algumas variantes da ligacao original,
privilegiando a auséncia de simetria. Duas delas constituem uma generalizagao ao uso de

parametros de ligacao distintos.

Terminamos esta introducao com a apresentacao da estrutura, por capitulos e seccoes,
desta tese.

O Capitulo 1 tem o propésito de introduzir os conceitos e resultados fundamentais
ao estudo da sincronizagdo de caos e de fixar a terminologia, necessarios ao trabalho de
pesquisa efectuado. A Secgdo 1.1 consta de uma breve revisao de elementos gerais em
dindmica nao-linear, tanto em tempo continuo como em tempo discreto. Na Seccao 1.2
apresentamos uma breve introducao a teoria cldssica de sincronizagao, expondo os princi-
pais regimes de sincronizagao entre sistemas dindmicos caéticos idénticos ou nao. Para os
regime de sincronizagao idéntica e generalizada, optamos por abordar a estabilidade do es-
tado sincrénico, com a determinacao dos limiares de sincronizagao, e a transigao/perda de
sincronizacao do ponto de vista topoldgico apenas em ligagao dissipativa externa e ligagao
dissipativa externa generalizada, respectivamente. Esta escolha deve-se ao facto de estes
esquemas de ligacao serem os mais realistas do ponto de vista aplicativo, nomeadamente
na modelacao de populagoes interligadas. Embora nao sendo um dos regimes escolhido
para o nosso estudo, apresentamos brevemente a sincronizagao de fase. Optamos por expor
nesta seccao apenas os elementos relativos & sincronizacao de sistemas caéticos discretos

(a que melhor modela as ligacoes naturais entre populagoes), visto que os métodos de
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sincronizacao em sistemas continuos sao apresentados e aplicados no Capitulo 2.

A pesquisa relatada nos Capitulos 2 centra-se na possibilidade de sincronizar assimp-
toticamente pares arbitrdrios de sistemas continuos cadticos, quer por ligacdo unidirec-
cional quer por ligagdo bidireccional. Na Secgao 2.1 descrevemos os equemas de ligacao
mais usados para sincronizar dois sistemas dindmicos continuos idénticos e cadticos. Em
ligacao unidireccional apresentamos as ligacoes por substituicdo completa ou parcial, por
decomposicao activo-passivo, por controle feedback negativo e por decomposi¢ao valor sin-
gular, indicando os critérios de estabilidade respectivos. No final desta sec¢ao abordamos
também a ligacao difusiva linear bidireccional e descrevemos, em termos do paradmetro de
ligagao, as vdrias transicoes de estabilidade do atractor cadtico mergulhado na variedade
de sincronizagao considerando as bifurcagoes caracterizadas pelas equagoes do sistema liga-
do. A Seccdo 2.2 é relativa a sincronizacao generalizada de sistemas dindmicos continuos
nao-idénticos. Na Seccdo 2.3 apresentamos a aplicacdo dos métodos descritos aos sistemas
de Lorenz (Subsecgao 2.3.1) e de Rossler (Subsecgao 2.3.2), tomando em cada um deles
valores paramétricos que conduzem a comportamento caético. Uma das ligacoes estudadas
usa também o sistema hipercaético de Rossler de dimensao quatro. Muitos dos sistemas
ligados sao obtidos pela combinagao dos diferentes esquemas de ligagdo com substituicao
parcial, em especial nos termos nao-lineares do segundo sistema, ou total. Sdo obtidos
alguns resultados de estabilidade da sincronizacao assimptdtica. Para averiguar acerca
da estabilidade assimptética local, calculamos os valores préprios da equacao linearizada
do sistema ligado ou estudamos os expoentes de Lyapunov transversais. Construindo
uma funcao de Lyapunov apropriada cuja derivada pode ser majorada, conseguimos exibir
condicoes dependentes do(s) parametro(s) de ligagdo que garantem estabilidade assimp-
tética global. Estas condigoes resultam da possibilidade de majorar a derivada da funcao
de Lyapunov através de constantes que limitam as varidveis dinamicas dos sistemas. Cons-
ta ainda desta seccao uma descricao breve dos atractores cadticos dos sistemas de Lorenz

e de Rossler.

No Capitulo 3 é estudada a dindmica de sistemas cadticos discretos bidimensionais
obtidos por ligagdo assimétrica. Na Secgao 3.1 apresentamos o estudo de uma ligacao
que surge de forma natural a partir da familia de transformagoes quadréticas complexas
analiticas. A decomposi¢ao em partes real e imagindria de cada transformagao resulta num
sistema bidireccionalmente ligado de duas transformagoes quadriticas reais unidimensio-
nais com parametros de controle distintos. O termo de ligacao obtido é proporcional ao

quadrado da diferenca entre as varidveis dinamicas dos sistemas componentes. No estudo
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efectuado tomamos valores do parametro de controle que conduzem a comportamento
cadtico nas transformacoes componentes. Tanto quanto sabemos, esta ligagao nao foi até
agora objecto de estudo. Com o objectivo de optimizar os resultados obtidos, também
aplicamos ao sistema ligado uma técnica de controle, que estende o conhecido método de
controle de caos de Ott-Grebogy-Yorke (OGY) [51], através de uma pequena perturbagao
do parametro de ligacao. Nas restantes secgoes deste capitulo é apresentado o estudo de
algumas variantes desta ligacao. Exceptuando a apresentada na Secgao 3.2, todas essas
variantes foram construidas com o propésito de manter a auséncia de simetria. Na Seccéo
3.2 & considerado o caso particular da ligacao entre transformacoes idénticas. Continua-
mos a considerar um tnico pardmetro de ligacao pois pretendemos averiguar acerca das
vantagens da presenca de simetria no sistema ligado. Trata-se ainda de uma ligagao bidi-
reccional entre sistemas idénticos que, ao que sabemos, também néao foi ainda estudada.
Na Secgao 3.3 apresentamos o estudo efectuado numa generalizagdo da ligagao ao caso de
parametros de ligacao distintos em cada um dos sistemas componentes. Consideramos o
caso de transformagoes idénticas (Subsecgao 3.3.1) e nao-idénticas (Subsecgao 3.3.2). A
Secgao 3.4 consta do estudo da mesma ligagdo mas na configuragao unidireccional respec-
tiva. Trata-se de uma ligacao assimétrica embora consideremos transformacoes idénticas.
Para todas as ligacoes analisamos a dindmica do sistema ligado e, de seguida, averiguamos
acerca da estabilidade assimptdtica local da sincronizacao, com base nos valores préprios
da equacao linearizada do sistema transversal e na estimagao dos correspondentes ex-
poentes de Lyapunov. Por anédlise da diferenga entre as varidveis dinimicas dos sistemas,
estabelecemos alguns resultados que garantem a sua sincronizagao estdvel. As abordagens
computacionais apresentadas, além de confirmarem esses resultados, elucidam acerca do
estudo necessdrio em cada esquema de ligacao para determinar os valores paramétricos

que conduzem a sincronizacao estéavel.
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Capitulo 1

Nocoes preliminares em dinamica
nao-linear e sincronizacao de caos

Este capitulo tem por objectivo introduzir os conceitos e resultados fundamentais ao
estudo da sincronizagao de sistemas dindmicos caéticos, necessédrios nos capitulos seguintes,
e fixar notagao. Iniciamos com uma revisao de elementos gerais em dindmica nao-linear,
tanto para sistemas dindmicos discretos como continuos. Prosseguimos a primeira seccao
com uma abordagem sobre conjuntos invariantes e questoes relativas & sua estabilidade.
Apresentamos algumas defini¢oes de conjunto atractor e o fenémeno de bacias de atraccao
riddled. Para uma melhor compreensao do comportamento caético, definimos os expoentes
de Lyapunov e a entropia topoldgica. Finalizamos com a descricao de algumas bifurcacoes
frequentes na perda de sincronizacdo, entre as quais a bifurcagao blowout e a bubbling.
Quando conveniente os conceitos e resultados sdo dados em separado para tempo discreto
e para tempo continuo. Na segunda secgdo expomos alguns dos regimes de comporta-
mento cadtico sincronizado: sincronizagao idéntica, generalizada e de fase. Sao também
abordadas a estabilidade do estado sincrénico, com a determinacao dos limiares de sin-
cronizagao, e a transicao de sincronizacao do ponto de vista topolégico. Nesta seccao os
conceitos e resultados sao apresentados para sistemas dindmicos discretos, visto que os
correspondentes para sistemas auténomos continuos sao andlogos, com as devidas adap-

tacoes.

1.1 Generalidades em sistemas dinAmicos

No que segue apresentam-se algumas generalidades sobre sistemas dind-micos. A
teoria cldssica de sistemas dindmicos consiste na andlise das propriedades qualitativas e
17
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do comportamento assimptético dos sistemas. Para sistemas dinAmicos nao-lineares, onde
o principio da sobreposicao nao é vilido, os conceitos baseados em tempo finito perdem
alguma da sua importancia e dao lugar ao estudo dos estados assimptéticos, definidos em

termos de conjuntos limite.

1.1.1 Sistemas dindmicos

Definicao 1.1.1 Um sistema dindmico S é um triplo (X, T, d)t), onde T' é um conjunto
tempo com estrutura de grupo, o conjunto X é um espaco de estados e ¢' : X — X é uma

lei de evolugdo parametrizada em t € T que satisfaz as propriedades:

(S1) ¢° =idx,
(S2) ¢'* = ¢log®, Vt,s € T, sempre que ambos 0s membros da igualdade estio definidos.

Seguindo a tradi¢ao da mecanica clédssica, é usual designar X por espago de fase. Para
que exista uma estrutura natural que permita a comparacao entre os estados, X é tomado
como um espago métrico completo. Conforme a dimensdo de X o sistema dinamico S
diz-se de dimensao finita ou infinita.

Quando T' C Z o sistema dindmico S diz-se discreto e quando 7' C R diz-se continuo.
Para cada t € T, a lei de evolucao ¢! estd definida no espaco de fase X e transforma um
estado inicial xg € X no estado x; € X, ou seja, x; = ¢t (x0). Os sistemas dindmicos com
@' definida para t > 0 e para t < 0 dizem-se invertiveis. Se S é invertivel entdo o estado
inicial xg ndo define apenas os estados futuros mas também os passados.

Uma érbita do sistema S = (X T d)t) com ponto inicial xg é o subconjunto ordenado

do espago de fase X, denotado por O (xg), definido como
O(xo)={xe€ X |x=¢"(x), t€T}

para os valores de t em que ¢’ (xg) estd definida. Cada érbita O (xg) de S é o subconjunto
do espaco de fase dos pontos relacionados com xq pela lei de evolucdo ¢'. Se yo = ¢' (x¢)
para algum t € T', as 6rbitas O (xg) e O (yo) coincidem. Assim, o conjunto de todas as
orbitas de S constitui uma particao de X visto que érbitas diferentes nao se intersectam
em X.

Quando T = Ny o sistema dindmico S fica univocamente determinado por uma tnica
transformacio f = ¢'. Dado x € X, a lei de evolucdo do sistema S pode ser escrita como

uma equacao as diferencas,

(1.1) Xnt1 =f (%), mneENy



19

onde f (x,) = f" (x), indicando que f transforma cada estado x,, no estado seguinte X;{1.
O sistema (1.1) ¢ linear se a transformagao f o for. Dada uma condicao inicial x¢ € X, a

6rbita (trajectéria) de xg é definida por

O(Xo) = {Xo, f (Xo) 5 f2 (Xo) g } = {fn (XO)}nENo .

Se S é invertivel entao a érbita de xg € X € a sequéncia bilateral infinita

O(Xo) = { R £2 (XO) , fﬁl(XO), Xo, f (XO) ,f2 (XO) s } = {fn (XO)}nEZ .

Quando T' = R o sistema dindmico é muitas vezes definido por um sistema de equacoes
diferenciais. Suponha o espaco de fase X C R™ com vectores estado x de coordenadas
x = (z1,22,...,Tpy). Dado um campo vectorial f = (f1, fo,..., fm) : X — X com um

certo grau de regularidade, a equagao diferencial

(1.2) =2 = ()

define um sistema dindmico continuo. Se f nao depende de ¢, entao o sistema (1.2) diz-se
auténomo e o tempo inicial pode ser tomado como tyg = 0. O sistema continuo (1.2) é
linear se o campo vectorial f o for.

Suponha que o campo vectorial f em (1.2) estd definido numa regiao aberta U de R™

e é suave. Para cada xg € U, existe uma tnica fungao
_ . I m m
P=¢y, R"xR—-R

suave em (x,t) tal que ¢ (x9,0) = xo e, para certo intervalo I = (—d1,02) € R, com
(51,2 = 5172 (Xo) > 0, tem-se
¢ (x0,t) €U e ¢(x0,t) = (¢ (x0,1))

ondetele gﬁ(xo, t) denota a derivada de ¢ relativamente a x calculada em xg. O grau
de regularidade de ¢ (xg,t) relativamente a xy ¢ 0 mesmo que o de f como fungao de x.
A funcdo ¢ (xo,t), considerada como uma fungao de t, diz-se a solu¢do de (1.2) para a
condicao inicial xg. Assim, para cada xg € U, estd definida univocamente a curva solucao
em R™ x R

C(xo) ={(x,t) e R" xR | x = ¢ (x0,t), t € I},

e a orbita de x¢ (ou trajectéria através de xg) como a sua projecgao sobre o espago de
fase,
O(xo) ={x e R™ | x = ¢ (x0,t), t € I}.
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Ambas as curvas sdo parametrizadas em t e orientadas no sentido de ¢ crescente. O vector
f(xp) # 0 & tangente a curva solugdo C(x0) em xg. A 6rbita O(xg) evolui para fora da
regiao U em t = —01 (e/ouem t = J2), ou permanece em U para sempre; neste tiltimo caso
pode tomar-se I = R. E entdo possivel considerar a transformacao ¢! : R™ — R™ definida
por ¢' (x0) = ¢ (x0, 1), que atribui a xg 0 ponto, na érbita de xg, obtido ao fim de ¢ unidades
de tempo. Verificam-se as propriedades (S1) e (S2) e, portanto, S = (R™,R,¢") ¢ um
sistema dinamico continuo invertivel. Cada transformacao ¢' estd definida para x € U
et € I, onde I depende de x¢ e é suave em x. A familia 1-pardmetro de aplicacoes

@' : U — R™ diz-se o fluxo local gerado pelo campo vectorial f.

Do ponto de vista computacional, as equacoes as diferencgas sao frequentemente mais
acessiveis do que os fluxos, visto que um computador pode calcular com grande precisao
os pontos da érbita para qualquer condicao inicial. Em geral, na obtencao das solugoes
num fluxo, estd subjacente um integrador numérico que transforma efectivamente o fluxo

numa transformacao e resolve uma versao discreta do sistema continuo.

O tipo de comportamento assimptético mais simples é representado pela convergéncia

dos estados de uma érbita para um estado particular.

Definigao 1.1.2 Seja S = (X, T, gbt) um sistema dindmico definido num compacto X de
dimensdo finita por ¢' : X — X continua. Dado x € X, um ponto Xo diz-se w-limite de
x se existe uma sucessao {ty}, C T tal que t, — 400 quando k — 400 e
li tk = Xoo-
kiTooqﬁ (X) Koo

O conjunto de todos os pontos w-limite de x para o sistema S diz-se o conjunto w-limite

de x e é denotado por w(x, ¢").

O conjunto w-limite w(x, ") é o conjunto dos pontos de acumulagio da érbita de x e

pode ser escrito como

w(x, ¢") = (| J{o" (%)}

>0 s>t
(onde cl(A) denota o fecho do conjunto A). O conjunto dos pontos recorrentes de ¢,

denotado por Rec (¢t), ¢ dado como
Rec (¢') = {xe X |[xcw(x,¢")}.

Sao validas as seguintes propriedades:
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(L1) Para T = Ny, se O (x) é limitada entdo w(x, ¢") é conexo;
(L2) Se y = ¢! (x) para um certo t € T' entdo w(x, ¢') = w(y, ¢');
(L3) Se y € w(x,¢") entdo w(y, ¢") C w(x, ¢").

O conjunto w-limite do sistema dindmico S define-se como o fecho do conjunto de todos

os conjuntos w-limite,
w (') =cl < U w(x, d)t)) .
xeX

Se ¢! & um homeomorfismo podem ainda ser definidos pontos limite e conjuntos limite
tempo-inverso designados por pontos e conjuntos a-limite. As definigbes sao andlogas as
apresentadas substituindo t; — +o0o quando k — 400 por t;, — —oo quando k — +oo. E
valida a igualdade

« (x, gbt) = w(x, (¢t)_1).
Um ponto x € X diz-se errante (ou nao-recorrente) se, existe uma vizinhanga aberta

U de x e um tempo t’ tal que, para t > t/, se verifica
o' (U)YNU = 0.

Um conjunto errante ¢ uma colecgdo de pontos errantes. Quando um sistema dindmico
tem um conjunto errante de medida positiva, entdo a lei de evolucdo ¢! do sistema diz-se
dissipativa (e o sistema S diz-se dissipativo). Caso contrario, a lei #' diz-se conservativa
(e o sistema S diz-se conservativo). O conceito de conjunto errante formaliza uma certa

ideia de "mistura"no sistema dinamico.

Definicao 1.1.3 Os sistemas dindmicos S = (X, T, gbt) e S = (Y, T, @ZJt) dizem-se topo-
logicamente (ou qualitativamente) equivalentes se existe um homeomorfismo h : X — Y
que aplica orbitas de S em drbitas de S’ e uma funcgdo reparametriza¢io v : T x X — T

tal que
(h o ¢ﬂ<tv’<>) (x) = (Y oh) (x), Vxe X, VteT
onde, para cada x fizado, é assumido que vy (t,x) é mondtona crescente em t e sobrejectiva

em T.

Os retratos de fase de sistemas topologicamente equivalentes também se dizem topo-
logicamente equivalentes. Quando nao é exigida a existéncia da fungdo v mas apenas de

um homeomorfismo que aplique 6rbitas de S em érbitas de 7,

¢'(x)=(htoyloh)(x), Vx€X, VteT,
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nao sao preservadas muitas da propriedades geométricas do retrato de fase (em particu-
lar a orientagdo no tempo) e os sistemas dizem-se topologicamente conjugados, sendo h
uma conjugacao topoldgica entre eles. Se h nao ¢ um homeomorfismo mas apenas uma
funcio sobrejectiva continua tal que h o ¢' = ¢! o h, entdo os sistemas S e S’ dizem-se

topologicamente semi-conjugados.

Se S = (X, Z, ' = f) eSS = (Y, Z, ¢t = g) sao sistemas topologicamente equivalentes

através de um homeomorfismo h : X — Y, entao é vélida a igualdade de fungoes
(1.3) f=h'logoh.

As transformacoes f e g dizem-se topologicamente conjugadas. A conjugacao topoldgi-
ca define uma relagao de equivaléncia muito 1til em teoria de sistemas dindmicos, pois
cada classe contém todas as transformacgoes que partilham a mesma dindmica do ponto
de vista topolégico. Se os homeomorfismos h e h™! sdo de classe C*, 0 < k < r, as trans-
formacoes f e g dizem-se C*-conjugadas. Para k > 1 as transformacoes C*-conjugadas
(e os correspondentes retratos de fase) dizem-se suavemente conjugadas ou difeomorfas.
Dois sistemas discretos difeomorfos podem ser considerados como o mesmo sistema mas
escrito em diferentes sistemas de coordenadas e h pode ser entendido como a mudanca de

coordenadas suave entre eles.

Definigao 1.1.4 Seja S = (X, Z,f) um sistema dindmico definido numa variedade suave
compacta X por uma transformacao f de classe C™, r > 1. Diz-se que f é C*-estruturalmente
estdvel se existe uma vizinhanga U de f no espago dos homeomorfismos de X, Homeo(X),
munido da topologia C”, tal que cada elemento de U é topologicamente conjugado o f

através de uwm homeomorfismo h de classe C*, 1 <k <r.

Enquanto em tempo discreto a conjugacao topoldgica h pode ser vista como uma
relagao de equivaléncia, em tempo continuo é exigida a nogao de equivaléncia topoldgica.
Para sistemas dinamicos continuos S = (X R, gbt) e S = (Y, R, wt) nao basta exigir que
as 6rbitas de ¢! sejam aplicadas homeomorficamente em 6rbitas de ¥'. E necessdrio que

as aplicacoes ¢! e ' sejam topologicamente conjugadas para cada t, ou seja,

h(O(x;9)) = {h(¢' (x)) [t € R} = {¢" (h(x)) [t € R} = O (h(x);),

para cada 6rbita O (x; ¢) de x € X por @', e que seja preservada a orientacio das 6rbitas.

Assim ¢é a equivaléncia topoldgica que fornece uma particao do conjunto de todos os fluxos
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em X em classes de equivaléncia de fluxos que partilham a mesma dinimica, ainda do
ponto de vista topolégico.

Para sistemas dinamicos continuos S e S’ topologicamente equivalentes definidos em
X CR™por x = f(x) ey = g(y), respectivamente, ndo existe uma relagao explicita
entre f e g andloga a férmula (1.3) obtida no caso discreto. Contudo existem pelo menos
dois casos particulares de equivaléncia topolégica que podem ser expressos analiticamente
[34].

Tal como em tempo discreto, pode ser considerada a seguinte relagao, com vista a

andlise da robustez de um sistema dindmico continuo a pequenas perturbacoes.

Definigao 1.1.5 Seja S = (X,R, d)t) um sistema dindmico definido numa variedade
suave X por x = f(x) onde £ é de classe C", r > 1. O campo vectorial £ diz-se C*-
estruturalmente estdvel se existe uma vizinhanga U de £ no espago (X)) dos campos
vectoriais de classe C", munido da topologia C", tal que cada campo vectorial em U gera
um fluxo em X topologicamente equivalente ao fluxo gerado por f através de um homeo-
morfismo h de classe Ck,1<k<r.

1.1.2 Conjuntos invariantes e sua estabilidade

Seja S = (X T gbt) um sistema dinamico. Um ponto x* € X diz-se um ponto de

equilibrio ou um ponto fixo se, para todoo t € T,
¢ (x") =x".

A ¢rbita de x* consiste num tnico ponto e diz-se constante. Em geral, o termo "ponto de
equilibrio"é usado para sistemas continuos e o termo "ponto fixo"para discretos.
Um ponto x* € X diz-se periédico se, para algum ¢’ > 0 e para todo o t € T, ¢ vélida

a igualdade
¢t+t’ (x*) _ ¢t’ (x*) )
O menor nimero t' que satisfaz esta condicao diz-se o perfodo do ponto periédico x*. A
6rbita de x* diz-se periédica (ou ciclo). Se o sistema S inicia num ponto x de um ciclo,
ele retorna a esse ponto apés cada t' unidades de tempo.
Quando T' = Ny, uma 6rbita periédica da equagao as diferengas (1.1) de periodo N é

um conjunto finito de pontos

O(x*):{anfn(x*>|n:0,1,...,N—1},
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com fV (x*) = x* e f? (x*) # x* para todo o 0 < n < N. Se N = 1, x* ¢ um ponto
fixo. O conjunto dos pontos periédicos de f é denotado por Per(f) e o nimero de pontos
periédicos de f de periodo N (ndo necessariamente minimo) por Py(f). Identificar os
pontos periédicos de perfodo N de um sistema dindmico discreto, ou seja, resolver a
equacdo fV (x) = x, pode ser uma tarefa dificil; por exemplo, para uma funcio quadratica,
corresponde a resolver uma equacdo polinomial de grau 2. Quando ndo é possivel a
determinacao explicita dos pontos periédicos, podem ser aplicadas técnicas analiticas que
averiguem acerca da sua existéncia. Um ponto x* € X diz-se eventualmente periédico de

periodo N se nao é periédico mas existe k > 0 tal que
fN—l—i (X*) — f7' (X*)

para todo o i > k, ou seja, ' (x*) é periédico para i > k. Um ponto x € X diz-se
aperidédico se f™ (x) # "2 (x) sempre que n; # ny. Seja d a métrica tomada em X. Dado

um ponto aperiédico x*, um ponto x € X diz-se assimptético para x* se

lim d(f" (x),f" (x*)) = 0.

n—co

Considere agora T = ]R(}r. Se x* € R™ ¢ um ponto de equilibrio do sistema dinamico
suave definido por (1.2) entdo x* é um zero do campo vectorial f, f (x*) = 0. Se x* ¢
um ponto periédico, a érbita de x* é uma curva fechada. Neste caso o ponto x* nao é
o tnico ponto periédico de O (x*): se x* & periddico de perfodo t' e x € O (x*), entdao x
também é um ponto periodico com o mesmo periodo. Se numa vizinhanca de uma dérbita
periédica O (x*) nao existem outras orbitas periédicas, ou seja, se existe um ponto x ¢ O
tal que w (x, ¢') = O (x*), entdo O (x*) diz-se isolada ou um ciclo limite. Em particular, o
conjunto w-limite de um ponto x pertencente a um ciclo limite no plano é a curva fechada
dos pontos da trajectéria ¢’ (x) difeomorfa & circunferéncia unitdria S = {z € C: |2| = 1}

do plano complexo.

Definigao 1.1.6 Seja d a métrica tomada em X e x* um ponto periddico do sistema S.

O conjunto dos pontos assimptdticos para X* definido como
W (x*)={xe X |d(¢"(x),¢" (x*)) = 0 quando t — +oo}

diz-se o conjunto estdvel de x*. Se o sistema S é invertivel, define-se analogamente o

conjunto dos pontos assimptdticos para xX* como
W' ) ={xeX|d(¢"(x),¢ " (x*)) — 0 quando t — +oo},

designado por conjunto instdvel de x*.
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Os conjuntos estével e instdvel de um ponto periédico x* verificam ¢ (W5 (x*)) C
WSt (x*), para todoo t € T

Definicao 1.1.7 Um subconjunto A do espago de fase de um sistema dindmico S =
(X,T,¢") diz-se ¢'-absorvente se ¢* (A) C A, e diz-se ¢'-invariante se ¢' (A) = A.

Qualquer érbita de S é um conjunto invariante. Por outro lado um subconjunto invari-
ante consiste em o6rbitas do sistema. Para a métrica tomada em X podem considerar-se
conjuntos invariantes fechados em X. Os pontos de equilibrio e as érbitas periddicas sao
os exemplos mais simples de conjuntos invariantes fechados. Os sistemas dinamicos dife-
rencigveis invertiveis muito simples podem exibir conjuntos invariantes fechados extrema-
mente complexos, contendo um nmimero infinito de érbitas periédicas e nao-periédicas. Se
X é compacto, os conjuntos - e w-limite sao exemplos de conjuntos invariantes compactos
nao-vazios.

Define-se o conjunto estével e instdvel de um conjunto invariante A C X como
We(A)={xeX|d(¢'(x),¢"(A)) — 0 quando ¢t — +o0}

W' A ={zeX|d(¢"(x),0"(A) — 0 quando ¢t — +o0}

de que sao casos particulares os conjuntos invariantes W** (x*) de um ponto de equilibrio

x*.

Se uma ¢rbita é ligeiramente perturbada, a evolucao dai decorrente pode nao diferir
demasiado da relativa a érbita original nao perturbada. No entanto o efeito da perturbacao
também pode ser progressivamente eliminado com o decorrer do tempo. Em causa estao
diferentes nogoes de estabilidade em sistemas dindmicos. Seguem-se as defini¢bes para o

caso mais geral de conjuntos invariantes.

Definigao 1.1.8 Seja d a métrica definida em X para um sistema dindmico S = (X , T, gbt).

A orbita de um ponto x € X diz-se:

(E1) Lyapunov estdvel ou estdvel se, para qualquer € > 0, existe um 6 (€) > 0 tal que
d(¢'(%),¢" (x)) <e

sempre que d (X,x) < 0 (€); caso contririo, a drbita de x diz-se instdqvel.
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(E2) assimptoticamente estdvel ou atractora se é Lyapunov estdvel e existe um & > 0 tal

que

lim d (¢ (%),¢" (x)) =0

t——+00

sempre que d (X,%x) < &.
Define-se a bacia de atracgao de uma drbita atractora O (x) como
BO(x)={x€X|w (i,gbt) =0(x)}.

A Definigdo 1.1.8 é generalizdvel a qualquer conjunto invariante A C X. As 6rbitas
peridédicas assimptoticamente estdveis sao exemplos de ciclos limite. Um sistema dindmico
S que possui uma érbita periddica assimptoticamente estdvel diz-se um oscilador.

Se um ponto de equilibrio x* é assimptoticamente estdvel ou atractor entao é Lyapunov

estavel e existe um § > 0 tal que d (x,x*) < § implica
w (X, gbt) = {x"}.

Conforme se expoe de seguida, em separado para tempo discreto e tempo continuo,
o estudo da estabilidade de um ponto de equilibrio num sistema nao-linear baseia-se no
sinal dos valores préprios da linearizacao do sistema em torno desse ponto — o método de
linearizagao — ou na anélise de uma funcao de Lyapunov apropriada — o método directo
de Lyapunov. Em alguns casos, pode ser feito o estudo quantitativo determinando os
vectores proprios associados a cada valor préprio. Quando é possivel obter uma funcao de

Lyapunov, esta fornece uma caracterizagao global da estabilidade.

Tempo discreto. Considere a equagao as diferengas (1.1) definida num subconjunto
aberto X C R™ por um difeomorfismo nao-linear f : X — X de classe C" com r > 1.
Dado um ponto periédico do sistema, existem condigOes suficientes para a sua estabilidade
assimptdética em termos da transformacao linear associada a sua orbita.

Seja x* um ponto periédico de f de periodo N. Os pontos x1,Xo,...,Xy da Orbita
de x* sdo pontos fixos da transformacao fVV. Pode associar-se & N-ésima iterada fV a
transformacao linear em R™

Yni1 =DV (x)) - yn

paraj =1,...,N, onde Df¥ (x;) é a matriz Jacobiana de £V calculada em x;. Os valores
préprios da matriz DfV (x5), j=1,...,N, s@o os mesmos em cada ponto x; da érbita de

xX*.
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Considere a circunferéncia unitaria S do plano complexo. No que segue denota-se por
no o nimero de valores préprios situados em S e por n_ (n4) o nimero de valores préprios

no interior (exterior) de S.

Teorema 1.1.1 Seja x* um ponto periddico de periodo N do sistema dindmico definido
num aberto X C R™ por x,11 = f(x,,) onde £ é um difeomorfismo de classe C" com
r > 1. Se a matriz Jacobiana A = DFfYN (x*) corresponde ng = 0, entio a estabilidade
assimptdtica do ponto firo y =0 da transformacao linear yn,+1 = A -y, corresponde &

estabilidade assimptdtica de x*.

Se ng # 0 a estabilidade nao pode ser facilmente determinada com base na matriz
DfV (x*). A proposigao seguinte estabelece a estabilidade assimptética de um ponto fixo

tnico quando ng = ny = 0.

Proposicao 1.1.1 Seja S = (X, Z,f) um sistema dindmico definido num aberto X C R™
por uma difeomorfismo £ de classe C™ com r > 1. Se x* é o nico ponto fixo de S, entdo

x* é assimptoticamente estdvel se os valores proprios de Df (x*) verificam ng = ny = 0.

Em sistemas dindmicos nao-lineares que nao sao definidos por uma contraccao, podem
existir mais do que um ponto fixo. Neste caso, nenhum dos pontos fixos tem estabilidade
assimptdética global. Quando existem vérios pontos fixos assimptoticamente estdveis, diz-se
que o sistema exibe multiestabilidade.

Os pontos fixos de um difeomorfismo f definido em X C R™ correspondem & interseccao
do grafico de f, Graf(f) = {(x,f(x)) € X x X | x € X}, com a diagonal principal D =
{(x,x) | x € X}.

Duas subvariedades M e N de R™ dizem-se transversais em x € R™, e denota-se por
Mg N, sex ¢ MNN ou T,M+ T,N = T,R™, onde T, M & o plano tangente de M
no ponto x. As subvariedades M e N dizem-se transversais entre si, M M N, se M thy N
para todo o x € M NN.

Definigao 1.1.9 Seja f : X — X uma transformacao diferencidvel. Um ponto fizo x* de
f diz-se transversal se Graf(f) hx= D em X x X.

A persisténcia de tais pontos fixos estd relacionada com a Proposicao 1.1.1 e é exposta

na proposicao seguinte.

Proposicao 1.1.2 Seja f: X — X uma transformacao diferencidvel. Um ponto fizo x*

é transversal se e sé se A =1 nao é um valor proprio da matriz Jacobiana Df (x*).
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Um outro método para determinar a estabilidade de um ponto fixo baseia-se no conceito
de fungao de Lyapunov. Seja S = (X, Z, f) um sistema dinamico definido em X C R™ por
um difeomorfismo f. A funcio L : R™ — R de classe C'! diz-se uma funcio de Lyapunov

(fraca) para S numa vizinhanga aberta U de x* contida em X se L (x*) =0,
Le)>0 ¢ (Lof)(x)<L(x)

para todo o x € U \ {x*}, e (Lof)(x*) = L(x*). Segue da defini¢do que f (x*) = x*,
ou seja, que x* ¢ um ponto fixo de f. Se é ainda vélido (Lo f)(x) < L (x) para todo o

x € U\ {x*}, entdo L diz-se uma fungao de Lyapunov estrita (forte ou completa).

Teorema 1.1.2 (Método directo de Lyapunov) Seja x* um ponto fixzo do sistema
dindmico S = (X,Z,f) definido em X C R™ por um difeomorfismo f. Se existe uma
vizinhanca U de xX* e uma funcio de Lyapunov L : U — R para o sistema S, entdo x* ¢
Lyapunov estdvel. Se existe uma funcao de Lyapunov estrita entdo x* é assimptoticamente

estavel.

A estabilidade garantida pelo método directo de Lyapunov néo é local visto que a bacia
de atracgdo de x* contém todo o conjunto aberto U. Além disso, se é possivel considerar

U = X, entao x* diz-se globalmente assimptoticamente estdvel.

Segue-se a definicdo de ponto fixo hiperbdlico. Como um ponto periédico de periodo
N é um ponto fixo para fV, para o propdsito de andlise local é suficiente considerar apenas

pontos fixos hiperbdlicos.

Defini¢ao 1.1.10 Seja S = (X, Z,f) um sistema dindmico definido num aberto X C R™
onde f é um difeomorfismo de classe C*. Um ponto fixo x* diz-se hiperbélico se & matriz

Jacobiana Df (x*) corresponde ng = 0.

Dada a invertibilidade de f, a matriz Df (x*) nao tem valores préprios nulos. Visto
que uma matriz genérica nao tem valores préprios com mddulo 1, a hiperbolicidade é
uma propriedade frequente em sistemas dindmicos discretos. Um ponto fixo hiperbdlico é
transversal, mas o inverso nao é necessariamente verdade.

Se x* ¢ um ponto periédico de periodo N, entdo x* € hiperbdlico se a matriz Jacobiana
DfV (x*) verifica ngp = 0. Um ponto periédico hiperbélico diz-se uma sela se ny # 0 e
n_ # 0, e diz-se um nodo ou ponto periédico atractor (foco ou ponto periédico repulsor)

se n_ =m (ny =m), onde m é a dimensao do espago de fase.
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Teorema 1.1.3 (de Hartman-Grobman) Seja x* um ponto fizo hiperbdlico do sistema
dindmico S = (X, 7Z,f) definido num aberto X C R™ por um difeomorfismo f de classe C”
comr > 1. Entao, existem vizinhancas U de x* eV de 0 e um homeomorfismoh :V — U
tais que

(foh)(x)=(hoDf)(x), VxeV.

Corolédrio 1.1.1 Nas condi¢bes do teorema anterior, se x* é uma sela ou um foco entio
x* ndo é Lyapunov estqvel (é instqvel). Se x* é um nodo entao x* é assimptoticamente

estavel.

Nas condigoes do Teorema de Hartman-Grobman, o espaco tangente de X em x* pode

ser decomposto na soma directa (de Whitney)
(1.4) T X = EY & ES.

de dois subespacos Ey. e Ej. invariantes para Df (x*), tais que os vectores de E3. (E%.)
verificam propriedades de contrac¢do (expansao), para certas constantes reais C' > 0 e

€ (0,1). O subespago E%. (EX.) é o subespaco préprio generalizado gerado pelos valores
proprios A;, i = 1,...,m, da matriz Jacobiana Df (x*) com |A;| < 1 (JA;] > 1) e, como
tal, diz-se o espago proéprio estavel (instavel). Se existe uma decomposicao (1.4) para cada

x € X, o difeomorfismo f diz-se uniformemente hiperbélico ou de Anosov.

Teorema 1.1.4 (Variedades estdvel e instdvel locais) Seja x* um ponto fixo hiper-
bélico do sistema dinamico S = (X, Z,f) definido num aberto X de R™ por um difeomor-

fismo f de classe C" com r > 1. Para € > 0 suficientemente pequeno, 0s conjuntos

Wi, (x*) = {x € X |d(f'(x),x") <ei>0}

Wige (x) = {x € X | d (f'(x),x") < e, >0},

contidos em intersecgoes de W* (x*) e W™ (x*) com uma vizinhan¢a suficientemente pe-
quena de xX*, sao subvariedades suaves de dimensdo n—_ e ny, respectivamente. Além disso,
WE . (x*) (W (x*)) é tangente ao subespago linear E3. (Ei.) em x*,
S X\ S U k) U
ﬂ*MOc(X)_Ex* € ﬂ*MOc(X)_E*’

X

e existem constantes C >0 e o € (0,1) tais que

d(Fi(x),x") < C-al d(x,x7), x€Wp(x'),i>0
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d(f'(x),x") <C-a'-d(x,x*), x€Wr (x*),i>0.

A variedade W (x*) (W}, (x*)) é continuamente dependente de x* e diz-se a va-
riedade invariante estavel (instdavel) local de x*. Estas variedades tém as mesmas pro-

priedades de regularidade que a transformagao f. Os conjuntos

W (x) = [JE (Wi (x9) e W (x") = [JF (Wi (x))
i>0 i>0
dizem-se as variedades estdvel e instdvel globais de x*, respectivamente. Ao contririo das
variedades estdvel e instdvel locais, as globais estao usualmente imersas no espaco de fase

com uma estrutura muito complicada.

Tempo continuo. Em sistemas dindmicos continuos lineares, a estabilidade assimp-
tética é determinada pelas partes reais dos valores préprios da matriz que define o sistema.
Num sistema dinamico nao-linear S = (X, R, f), definido num subconjunto aberto X C R™
por (1.2) onde o campo vectorial f é suave, o estudo da estabilidade assimptética de uma
orbita baseia-se na andlise local dos valores préprios de uma certa matriz Jacobiana.
Seja ¢’ (xg) a solucio de (1.2) para uma condicdo inicial xg. Considere x (t) =
#' (x0) +y (t) onde y (t) é uma pequena perturbacio, ou seja, ||y (t)|| < 1. Para ||y (¢)||
suficientemente pequeno, podem negligenciar-se os termos nao-lineares e, atendendo a que

ét (x0) e f (¢' (x0)) se anulam, obtem-se a equagao linearizada
(1.5) y = Df (¢' (x0)) - ¥,

onde Df (¢' (xq)) ¢ matriz Jacobiana de f calculada em ¢" (xq).
Considere Z = {iy € C | y € R}, o eixo imagindrio do plano complexo. No que segue,

0

denota-se por n” o nimero de valores préprios de uma matriz Jacobiana situados em Z, e

por nt (n~) o nimero de valores préprios a direita (esquerda) de Z.

Teorema 1.1.5 (de Hartman-Grobman para fluxos) Seja S = (X, R, f) um sistema
dindmico definido num aberto X C R™ por x = f(x) em que o campo vectorial £ é suave.
Se A = Df (Xg) ¢é uma matriz constante tal que n® = 0, entdo existe uma vizinhang¢a U
de Xo para a qual o fluxo nao-linear ¢' gerado pelo campo vectorial £ ¢é topologicamente

conjugado ao fluxo linear

y(t;y0) = e - yo.
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Ou seja, existe um homeomorfismo h: U — U tal que

(hog') (x) =™y (1),
sempre que ¢' (x) € U.

O homeomorfismo h preserva a orientagao das érbitas e pode ser escolhido de modo a
preservar a parametrizacao por tempo.

A proposicao seguinte estabelece uma condigdo necessdria e suficiente para que a
equagao linearizada (1.5) seja assimptoticamente estdvel numa vizinhan¢a de um ponto
de equilibrio x*, caso em que ¢'(x*) é constante igual a x*. A solucio geral y () da
equacgao linearizada y = Df (x*) - y é determinada pelos valores e vectores préprios da

matriz Jacobiana Df (x*).

Proposigao 1.1.3 Seja S um sistema dindmico definido num aberto X C R™ porx = f(x)
em que o campo vectorial £ é suave. Seja ainda x* um ponto de equilibrio de S e Df (x*)
a matriz Jacobiana de f calculada em x*. Entdo o ponto de equilibrio x* é assimptotica-
mente estdvel se os valores proprios Ay, Aa, ..., Ay, da matriz Jacobiana Df (x*) verificam

n® =nt =0. Sent #0 o ponto de equilibrio x* ¢ instdvel.

Definigao 1.1.11 Um ponto de equilibrio x* de um fluxo {d)t} rer diz-se transversal se,
para t # 0, a derivada de qualquer aplicagcio ¢° em ordem a t calculada em x* néio tem
A =1 como valor proprio. Ou seja, se a parte linear do campo vectorial em xX* nao tem
A =0 como valor préprio. Um ponto periddico x* de periodo t' > 0 de um fluxo {d)t}teR
diz-se transversal se A = 1 é um valor préprio simples da derivada de qualquer aplicagcao

&' em ordem at calculada em x*.
A persisténcia de pontos de equilibrios transversais é exposta na proposi¢ao seguinte.

Proposicao 1.1.4 Seja f : X — X um campo vectorial diferencidvel. Um ponto de

equilibrio x* é transversal se e s6 se A = 1 ndo é um valor préprio da matriz Jacobiana
Df (x*).

Uma funcdo L : R™ — R de classe C! diz-se uma funcio de Lyapunov (fraca) para o

fluxo ¢! gerado por f numa vizinhanca aberta U de x* contida em X se

(1.6) L(x*)=x" L(x)>x" e L(x) =

= % (¢ (%)) lt=0 <0
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para todo o x € U \ {x*}. Se L (x) < 0 para todo o x € U\ {x*}, entdo L diz-se uma

fungao de Lyapunov estrita (forte ou completa). As condi¢oes em (1.6) implicam que
(Log¢') (x) <L(x)

para todo o x € U e para todo o t > 0 tais que ¢° (x) € U para 0 < s <t. As fungdes de
Lyapunov nao s@o unicas. Embora esteja provado que existe alguma fungdo de Lyapunov
para cada sistema estdvel, ndo existem métodos gerais para encontrar uma tal funcao.
No entanto, é possivel calcular a sua derivada sem conhecer explicitamente as solugoes do
campo vectorial f, o que constitui uma vantagem. De facto, a derivada de L pode ser

tomada ao longo das curvas solugdo z; = ¢k(x) como

i(x):ZaL' OL

i =) A [fi(x),
=1 =1
onde f; é a i-ésima componente de f. E entao védlida uma versao continua do Teorema 2

para o estudo da estabilidade numa vizinhanca de um ponto de equilibrio.

Segue-se a definigdo de ponto de equilibrio hiperbdlico para fluxos definidos num con-

junto aberto de R™.

Definigao 1.1.12 Seja S = (X,R,f) um sistema dindmico definido num aberto X C
R™ por x = f(x) em que o campo vectorial f é suave. Um ponto de equilibrio x* diz-se
hiperbolico (ou néio-degenerado) se a matriz Jacobiana Df (x*) corresponde n® = 0. Caso

contrario xX* diz-se um centro.

Um ponto hiperbdlico diz-se um nodo ou ponto de equilibrio atractor (foco ou ponto
de equilibrio repulsor) se n= = m (n™ = m), e diz-se uma sela se n™ # 0 e n~ # 0.

O teorema de Hartman-Grobman estabelece que o fluxo do sistema continuo nao-
linear definido por (1.2) é topologicamente conjugado, numa vizinhanga de um ponto de
equilibrio hiperbdlico x*, ao fluxo linear induzido pela matriz Jacobiana calculada em x*.

Considere o seguinte coroldrio deste teorema.

Corolédrio 1.1.2 Seja x* um ponto de equilibrio hiperbdlico do sistema dindmico S =
(X, R, f) definido num aberto X C R™ por x = f(x) em que o campo vectorial f é suave.
Se x* é uma sela ou um foco entdo x* nao é Lyapunov estqvel (é instqvel). Se x* é um

nodo entdo xX* € assimptoticamente estdvel.
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Tal como no caso discreto, existe um subespago préprio Ej. (Ef) que depende con-
tinuamente de x*, gerado pelos valores préprios A;, ¢ = 1,...,m, da matriz Jacobiana
Df (x*) com ReA; < 0 (ReA; > 0), designado por espago préprio estavel (instdvel) de

x*. Existe entdo uma versao continua do Teorema 4 para pontos de equilibrio hiperbdlicos.

1.1.3 Conjuntos atractores e bacias de atracgao

Conforme a Definicao 1.1.2, os conjuntos w-limite de um sistema dindmico S =
(X T, ¢t) sao relativos ao comportamento assimptético de érbitas correspondentes a uma
condigao inicial particular. Se, para um nimero suficientemente grande de condi¢Ges ini-
ciais num conjunto B, o comportamento assimptdético do sistema evolui para um mesmo
subconjunto A de X, entdao A é um conjunto atractor do sistema com bacia de atracc¢ao
B(A) =B.

Existem védrias defini¢des de conjunto atractor que, no essencial, diferem quanto as
condicoOes iniciais que numa vizinhanca devem evoluir para o conjunto. A nocao de con-
junto atractor depende da topologia tomada em X; usualmente é assumida a topologia
induzida pela métrica tomada em X.

Considere que o espaco de fase X é de dimensao finita. Sao aqui apresentados os varios
conceitos de conjunto atractor necessdrios ao estudo de sincronizacao, sendo o primeiro
baseado em dominios absorventes.

Dado U C X, o conjunto
U={zeU|¢" () eUt>0}

para o qual exista t' > 0 tal que ¢' (cl(f)) C int(Uf) diz-se um dominio absorvente ou
fundamental. Trata-se do conjunto invariante dos pontos de U que nao evoluem para fora
de U no decurso do tempo. Se A é um conjunto invariante contido em U, entdo U €& um
conjunto nao-vazio que contém A. Na pratica, encontrar um dominio absorvente é muitas

vezes o primeiro passo para localizar conjuntos atractores.

Definigao 1.1.13 Um conjunto A C X diz-se um atractor mazximal do sistema dindmico

S = (X, T, gbt) se existe um dominio absorvente U tal que
A=¢'W).
>0

Um conjunto A C X diz-se um atractor se existe um dominio absorvente para o qual

A é o atractor mazimal. Um conjunto B (A) contido em X diz-se a bacia de atracg¢io
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do atractor A se contém todas as condi¢des iniciais cujas orbitas convergem para A no
decurso do tempo. Um conjunto A’ diz-se um repulsor se existe um dominio absorvente
U tal que

A= ¢ (X\U).
>0
Note que um conjunto invariante A representa um estado assimptético observavel se
A atrair érbitas préoximas. Também se define o atractor global relativo como um atractor

relativamente a um conjunto limitado B C X, isto é,

Ap=[)¢"(B).
>0
Uma definicdo em termos das propriedades do conjunto invariante .4, sem recorrer a

nocao de dominio absorvente, esclarece a nocao de atractor.

Definicao 1.1.14 Um conjunto A C X diz-se um atractor do sistema dindmico S =
(X, T, gbt) se verifica:

(A1) A é compacto e invariante para o sistema S;

(A2) existe uma vizinhanga V' de A correspondente ao conjunto dos pontos X tais que,
para todas as vizinhancas U de A, existe um t' € T tal que ¢' (x) € U sempre que
t>t.

A bacia de atracgao do atractor A define-se como o conjunto
B(A) ={xeU|w(x¢") C A}
de condicées iniciais x em U cujos conjuntos w-limite estio contidos em A.

A estrutura topolégica de uma bacia de atracgdo, vista como uma regido no espago
de fase, pode diferir bastante de sistema para sistema. Num sistema nao-linear podem
existir vdrios conjuntos w-limite. Em particular, podem existir vdrios conjuntos w-limite
atractores, cada um dos quais com uma bacia de atraccéo diferente. A condicdo inicial
determina qual o conjunto w-limite atractor que é eventualmente atingido pela evolugao do
sistema. Como tal, tem especial interesse conhecer o fecho do conjunto de condigoes iniciais
que evoluem assimptoticamente para cada um dos atractores, definindo as respectivas

bacias de atracgao.
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O conhecimento detalhado da estrutura e extensdo das bacias de atracgao no espaco de
fase X é fundamental em todos os procedimentos de estabilizagao de sistemas nao-lineares.
Se existem dois ou mais atractores, a transicao de uma bacia de atracgdo para outra diz-se
uma fronteira de bacia. Embora a existéncia de bacias de atraccao seja fécil de entender,
a sua delimitacao é um problema para o qual ainda nao existem métodos analiticos. Tanto
quanto sabemos, apenas se consegue uma determinagao numérica explicita.

A bacia de atracgao podera ser infinitamente grande, assim como pode nao conter qual-
quer ponto. Além disso as bacias de atracgdo podem ser formadas por uma regiao conexa
no espaco de fase ou por uma unido de regides desconexas entre si. Tanto quanto sabemos,
também nao se conhece qualquer método que permita antecipar sob que condicoes estas

sao ou nao formadas por uma unica regiao ou por um conjunto desconexo de regioes.

Embora o conceito de atractor dado pela definigao topoldgica seja eficaz para os atrac-
tores mais simples — pontos de equilibrio e ciclos limite assimptoticamente estdveis —
existem atractores que contém muito mais do que pontos assimptéticos de condigoes ini-
ciais tipicas. A resposta a esta limitacao foi dada parcialmente por Milnor [47] quando
introduziu o conceito de atractor medida, agora designado por atractor (fraco) de Milnor,
como o conjunto limite de trajectérias originadas a partir de um conjunto de condigoes
iniciais de medida de Lebesgue positiva. Embora pareca intuitivo pensar que, se uma
condicao inicial evolue para um determinado atractor, entao trajectérias de condicoes ini-
ciais proximas também evoluem para o mesmo conjunto, a definicao de atractor medida
contraria esta ideia. Até ao fim desta subsecgao consideram-se o espago de fase X C R™,
onde estd definida a medida de Lebesgue ¢, e os subconjuntos como conjuntos de Borel
em X. Convenciona-se que £(-) > 0 inclui o caso £(-) = oo e denota—se por A =9 B a
igualdade dos conjuntos A e B, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula.

Seja X um subconjunto compacto de R e B a o-dlgebra de Borel em X. Uma

transformagao f : X — X diz-se mensurdvel se
flA)={xcX|f(x)cA}eB

para qualquer aberto A € B. Se f é uma transformacao continua e injectiva de A € B
para R™ entao f(A) € B.

Seja M o conjunto das medidas de probabilidade em B. Uma medida p € M diz-se
f-invariante se p (f71(A4)) = p(A), para todo o0 A € B. Com o mesmo significado que
w ser f-invariante, pode dizer-se que a transformacao f preserva a medida pu. Em geral,

um sistema dindmico pode exibir vdrias medidas invariantes muitas das quais possuem
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algum comportamento complexo. E em geral de interesse conseguir seleccionar algumas
destas medidas como sendo as mais relevantes para a compreensao da dindmica do sis-
tema. Nomeadamente, uma medida que caracterize o comportamento assimptético das
suas érbitas.

Uma medida de probabilidade invariante u diz-se ergédica (ou metricamente transitiva)
para f se u (A) € {0,1}, para todo o A € B tal que f(A4) = A.

Para k > 0, seja ff=fofo-..of a transformacdo obtida pela composicio, k vezes,
da transformagao f. Denotando por ¢ a medida de Lebesgue, uma medida ergédica p
diz-se de Sinai-Ruelle-Bowen (SRB) para f se existe um subconjunto U C X C R™ com

¢(U) > 0 tal que, para cada fungao continua g : X — R, é vélido

(17) Jm > g (10) = [0 duy).

para cada x € U. Note que, para medidas ergédicas em geral, o teorema ergédico multi-
plicativo de Birkhoff [34] apenas garante a igualdade (1.7) quase em toda a parte relativa-
mente a medida p (p-q.t.p.). O limite do lado esquerdo de (1.7) diz-se a média temporal
da funcao g sob iteragdo de f a partir de um ponto inicial x e o integral do lado direito

de (1.7) diz-se a média espacial (ou média de fase) da funcao g relativamente a medida p.

Definicao 1.1.15 (de Milnor) Um conjunto invariante compacto A C X de um sistema
dindmico S = (X, T, gbt) diz-se um

(M1) atractor fraco de S se a bacia de atracgdo
B(A)={x€eX|w(x¢')CA}
tem medida de Lebesque estritamente positiva, ou seja, £ (B (A)) > 0.

(M2) atractor de Milnor de S se é um atractor fraco e ndao existe um subconjunto com-

pacto invariante proprio (estritamente menor) A’ contido em A, tal que B (A") =

B(A).

(M3) atractor de Milnor minimal de S se é um atractor de Milnor e qualquer subconjunto

compacto invariante proprio A’ contido em A satisfaz £ (B(A")) = 0.

Estas definicGes diferem substancialmente da definicdo topoldgica dado que a bacia

de atracgdo ndo precisa incluir sequer uma vizinhanga do atractor A: é permitido que
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alguns pontos evoluam para fora de A. Os pontos de equilibrio e as érbitas periddicas
sao exemplos de atractores de Milnor minimais pois nao contém qualquer subconjunto
préprio invariante compacto. Se A é um conjunto invariante compacto que tem medida
de Lebesgue positiva entao é um atractor fraco. No entanto, em sistemas dissipativos, até

os atractores fracos tém tipicamente medida de Lebesgue nula.

Atractores de Milnor com bacias de atraccao riddled. Segundo artigos de Ott
et al. ([53],[82]) e Alexander et al. [5] existem sistemas nao-lineares S = (X,T,¢")
que, pela existéncia de certas restricgoes, contém uma subvariedade invariante suave no
espaco de fase X. Esta situacdo ocorre naturalmente em sistemas com simetria, onde os
estados simétricos formam uma subvariedade invariante M mergulhada em X. E o caso
de sistemas de osciladores cadticos ligados onde o estado cadtico sincrénico corresponde a
uma subvariedade invariante M de dimensao inferior & do espago de fase X.

Em alguns destes sistemas pode acontecer que, arbitrariamente préoximo de qualquer
condicdo inicial na bacia de um atractor A, existam condigoes iniciais nas bacias de outros
atractores. Nos artigos [5] e [81] é estabelecido que existem atractores de Milnor A em
sistemas invertiveis suaves tais que qualquer conjunto aberto que intersecte B(.4) tem
uma medida positiva na bacia de um outro atractor. Mais especificamente, sendo A um
atractor de Milnor do sistema dinamico S = (X T, d)t), para cada ponto x € B (A), pode
acontecer que qualquer bola B, (x) de raio € centrada em x contenha um conjunto de
pontos de medida de Lebesgue positiva nas bacias de atracgao B (A’) de outros atractores
A’. Neste caso, a bacia de atracgao B (A) diz-se riddled. Esta circunstancia tem a seguinte
implicacdo atipica: uma trajectéria é iniciada em x € B(A) e a sua 6rbita O(x) evolui
para B (A’), para certo atractor A’ diferente de A.

A propriedade riddled da bacia de atraccao B (A) pode ser caracterizada pela condigao
(1.8) C(B(A)NU)-£(B°(A)NU) >0,

para qualquer conjunto aberto U que intersecte B (.4). Embora A seja atractor para um
conjunto de condigdes iniciais B (A) de medida de Lebesgue positiva (i.e., £ (B (A)) > 0),
B(A) tem um conjunto complementar relativamente a X, B (4A) = X \ B(A), que é
aberto e denso no espago de fase X. A bacia de atracgao B (A) e a sua fronteira sdo o
mesmo conjunto. A bacia de atraccao B (A) diz-se riddled com o conjunto BE (A).
Tanto quanto sabemos, os estudos efectuados ([81],[5],[53],[82]) apontam para que um
atractor de Milnor A com bacia riddled se situe, em geral, numa subvariedade invari-

ante suave M do espago de fase X. Como sistemas dindmicos tipicos nao admitem sub-
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variedades invariantes suaves, as bacias riddled nao ocorrem em casos genéricos. Na
Subseccao 1.2, expOe-se como a transicdo para uma bacia riddled estd associada a perda

de estabilidade do atractor de Milnor mergulhado numa subvariedade invariante suave.

Pikovsky e Grassberger [64] observaram explosoes temporais extremas préximo de um
tipo particular de bifurcacao. Platt et al. [67] designaram esse fenémeno por intermiténcia
on-off visto que as trajectérias permaneceriam proximas de uma subvariedade invariante
por longos periodos de tempo (on-phase), antes de evoluir para fora do atractor (off-phase)
mergulhado na subvariedade. Ashwin et al. ([8],[7]), relacionaram a ideia de intermiténcia
on-off com a de atractor com uma bacia localmente riddled.

Diz-se que B (A) € localmente riddled se existe uma vizinhanga U de A tal que a bacia
de atracgao de A relativa a U, By (A), é globalmente riddled. Assim, uma vizinhanga
arbitrariamente pequena de qualquer ponto de By (A) tem um conjunto de medida de
Lebesgue positiva de pontos que evoluem para fora de U em tempo finito. Uma bacia
riddled é localmente riddled, mas o inverso nao é vilido. Enquanto uma bacia localmente
riddled B(A) pode verificar B(A) =g E para certo conjunto aberto E, tal nao ¢ valido

para bacias riddled.

Atractores de Milnor instiaveis. Na auséncia de regularidade ou invertibilidade num
sistema S = (X T qﬁt), podem surgir atractores com outras caracteristicas. Trabalhos
recentes de Timme et al. [88], em redes de osciladores globalmente ligados (com intera-
cgoes por impulso com atraso) mostram "casos extremos'de atractores com bacia riddled,
designados por atractores fracos de Milnor instdveis. Sao atractores de Milnor que tém
propriedades locais de repulsao responsdveis pela existéncia de vizinhancas U nas quais
quase todos os pontos, relativamente a medida de Lebesgue, evoluem para fora de U em
tempo finito. No entanto, simulagbes numéricas em modelos fisicos e bioldgicos indicam
que estes atractores podem ser robustos desde que exista um nimero suficiente de os-
ciladores no sistema. Ashwin e Timme [9] apresentam uma descri¢ao formal desta classe
de atractores, um fenémeno relacionado mas distinto de atractores de Milnor com bacia
riddled.

Definicao 1.1.16 Um conjunto invariante compacto A C X de um sistema dindmico S =
(X, T, gbt) diz-se um atractor instdvel se é um atractor de Milnor e existe uma vizinhanca

U de A cujo dominio absorvente U verifica

(1.9) ((U) =0.
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Tanto quanto sabemos, até agora todos os exemplos de atractores de Milnor com
bacia de atraccao riddled possuem dindmica muito irregular ou caética com atracgao local
para algumas condicoes iniciais e repulsao local para outras. Em contraste, a dindmica
observada em atractores instéveis pode ser muito simples, mesmo de equilibrio. Em [9] é
dado um exemplo de um sistema de osciladores continuos com uma dérbita periddica que
¢ um atractor instdvel. Obviamente pontos fixos e érbitas peridédicas assimptoticamente
estdveis para um sistema suave invertivel ndo podem ser atractores instdveis; nestes casos
o teorema de Hartman-Grobman garante a existéncia de uma vizinhanca contida na bacia
de atracgdo. Mais genericamente, se um atractor A é assimptoticamente estdvel entao
claramente nao pode ser um atractor instdvel.

Podem distinguir-se duas classes de atractores instaveis.

Definicao 1.1.17 Um atractor instdvel A de um sistema S = (X, T, d)t) diz-se com bacia

de atracgao local (de medida) positiva se qualquer vizinhang¢a U de A verifica
L(B(A)NTU) > 0.

Embora, pela condigao (1.9), quase todas as trajectérias iniciando numa vizinhanga su-
ficientemente pequena U evoluam primeiro para fora de U, existe um conjunto de condicGes
iniciais de medida positiva cujas trajectorias eventualmente evoluem para U e sao assimp-

téticas ao atractor A.

Definicao 1.1.18 Um atractor instdvel A de um sistema S = (X T d)t) diz-se com ba-
cia de atracgao local (de medida) nula se existe uma vizinhanga U de A que verifica

¢(B(A)NU) =0.

Neste caso, quase todas as condigoes iniciais numa vizinhanga suficientemente pequena

U de A evoluem para fora de U e nao voltam a ser assimptoticas ao atractor A.

1.1.4 Comportamento cadtico

Uma das defini¢oes de transformagao cadtica unidimensional mais utilizada foi in-
troduzida por Li e Yorke [41] em 1975. Neste artigo, os autores averiguam os possiveis

periodos em pontos periddicos de transformacoes reais continuas definidas num intervalo.

Definigao 1.1.19 Seja I C R um intervalo de nimeros reais. Uma transformacdo con-

tinua f: I — R diz-se cadtica se satisfaz:



40

(C1) f tem pontos periddicos de periodo n, para qualquer n € N,
(C2) eziste um conjunto nao-contdvel J C I tal que
lim sup |[f"(z) — f"(z)] >0 e lim inf|f"(z) — f"(x)| =0,
n—oo n—oo
para quaisquer x,y € J, e

(C3) para qualquer x € J e x* um ponto periddico de f é valido
lim sup |f"(z) — f"(z*)| > 0.
n—oo

Pela condigdo (C2), quaisquer duas 6rbitas em J ora estdo perto ora estdo longe no
decurso do tempo e, pela condigao (C3), os pontos periédicos nao sao assimptéticos para
nenhum ponto de J.

No artigo [41] é ainda provado que se f tem uma érbita periédica de periodo 3, entao
f € cadtica. No entanto, ja num artigo escrito em russo de 1964, Sharkowski [78] havia
provado um forte resultado relativo a existéncia de pontos periédicos para transformacoes

continuas. Mais especificamente, considerando a ordem dos numeros naturais

345<497<0---492-392:502-7<9---<122-3<10922. 510922 7<q---

Q35T Q-2 -2 gt g 9241,
hoje designada por sucessao ou ordem de Sharkowski, provou o resultado seguinte.

Teorema 1.1.6 (de Sharkowski) Seja f : R — R uma transformagao continua. Se f
tem um ponto periddico de periodo p e p < q na ordem de Sharkowski, entdo f também

tem um ponto periddico de periodo q.

Assim, se f tem um ponto periédico cujo periodo ndo é uma poténcia de 2, entao
f tem necessariamente um nimero infinito de pontos periédicos. Inversamente, se f tem
apenas um numero finito de pontos periédicos, entao todos eles tém necessariamente como
periodo uma poténcia de 2. O resultado de [41] pode ser considerado como um coroldrio
do Teorema 6, com p = 3. Note que o teorema de Sharkowski nada estabelece acerca da

estabilidade das érbitas periddicas de tais perfodos.

O teorema de Sharkowski nao é vdlido em sistemas dindmicos definidos em outros
espacgos topolégicos. Para transformagoes bidimensionais, o seguinte resultado de Smale

[79] estabelece a possibilidade de obter comportamento caético.
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z

Teorema 1.1.7 Seja f : R? — R? um difeomorfismo e x* é um ponto hiperbélico sela
de f. Se existe x # x* como ponto da intersec¢do transversal da variedade estdvel global

W (x*) com a variedade instdvel global W* (x*) (ponto homoclinico) entdo £ é cadtico.

Na tentativa de clarificar a nocao de comportamento cadtico para sistemas dinamicos
em geral, foram sendo dadas vérias defini¢oes, desde nocoes tedricas de medida de aleato-

riedade, em teoria ergédica, a abordagens topolégicas que privilegiamos nesta exposicao.

Definigao 1.1.20 Seja E C X um subconjunto invariante de um sistema dindmico S =
(X T, qﬁt). A restrigdo q§t| g - — E diz-se topologicamente transitiva se, para qualquer

par de conjuntos abertos nao-vazios U,V C E, se verifica
o (U)NV #0
para algum t' > 0.

Se o sistema possui uma érbita densa em FE, ou seja, se existe x € X tal que

ol ({¢' G ber) = .

entdo ¢'| . é topologicamente transitiva. O inverso ndo é necessariamente verdade. No

P
entanto, se F nao tem pontos isolados a definicdo anterior é equivalente & existéncia de

uma 6rbita densa em E.

Definicao 1.1.21 Um subconjunto invariante £ C X de um sistema dindmico S =
(X, T, ¢t) diz-se ter dependéncia sensivel as condi¢des iniciais se existe 6 > 0 tal que,

para cada x € E e cada vizinhancas U de x,
d (¢! (x) - ¢t (x')) > 6
para algum ponto x' € U e algum tempo t > 0.

Dado x € E, nao ¢é necessdrio que todos os pontos x’ préximos de x se afastem dele
sob iteracao; no entanto, a defini¢ao exige que exista pelo menos um ponto x’ em cada
vizinhanca de x com essa propriedade. O valor de tempo ¢t > 0 é independente do ponto

x € F considerado.

Considere entao a seguinte definicao de conjunto invariante caético.
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Definicao 1.1.22 Um subconjunto invariante £ C X de um sistema dindmico S =

(X, T, gbt) diz-se cadtico se verifica as propriedades:

(C4) ¢' tem dependéncia sensivel as condigdes iniciais em F,
(C5) ¢' ¢ topologicamente transitiva em E, e

(C6) os pontos periddicos de ¢' sdo densos em E.

Alguns sistemas dinamicos sao cadticos em todo o espago de fase X (por exemplo, os
difeomorfismos de Anosov) mas, em geral, o comportamento cadtico apenas existe num
subconjunto £ C X. Tém particular interesse os casos em que o comportamento cadtico
tem lugar num atractor A, pois a um grande conjunto de condigoes iniciais correspondem
orbitas que convergem para a regiao cadtica. Pela transitividade topoldgica, se o sistema
din&dmico ¢ iniciado num ponto da bacia de atraccao B (.A), a representagao computacional
da sua ¢érbita permite reproduzir todo o atractor cadtico A. Tipicamente, um atractor
cadtico tem um conjunto denso de drbitas periédicas instdveis nele mergulhadas. Além
disso, existem invariantes numeéricos expressos em termos da soma (média) sobre as érbitas
periddicas instéveis, tais como a medida natural (ver Anexo 1), os expoentes de Lyapunov e
as entropias topoldgica e métrica (e as dimensdes fractais). As dérbitas periddicas instédveis
tém ainda um importante papel em muitos processos dindmicos, tais como bifurcagoes,
perdas de sincronizacgao de sistemas cadticos e bacias de atraccao riddled.

O teorema da existéncia e unicidade de solugoes de uma equagao diferencial garante
que trajectérias distintas num sistema definido por um campo vectorial nao se intersectam.
Como tal, num sistema dindmico continuo e nao-linear apenas pode existir um atractor
invariante com uma topologia qualitativamente mais complexa que um ciclo limite se os
seus estados sao determinados por trés ou mais varidveis. Em sistemas dindmicos discretos
a existéncia de um termo nao-linear na expressao de uma transformagao unidimensional

¢ suficiente para a obtencao de comportamento cadtico.

Expoentes de Lyapunov. O comportamento caético num sistema implica a dependén-
cia sensivel do resultado da dindmica a pequenas mudancas nas condigoes iniciais. Uma
medida dessa sensibilidade é quantificada pelos expoentes de Lyapunov. Num sistema
dinamico unidimensional seja §p a distancia inicial no tempo tg entre dois pontos proxi-
mos Py e P} no espaco de fase. Se a distancia 6(¢) entre os pontos resultantes da evolugao
de Py e Pj no tempo ¢ cresce exponencialmente com a evolucao do sistema, este tem de-

pendéncia sensivel as condic¢oes iniciais. Trata-se do caso em que, apés um certo tempo ¢,
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se tem

8(t) = Goet=10),

com A > 0. Note que mesmo em Orbitas cadticas, a divergéncia entre elas apenas pode ser
localmente exponencial pois se o sistema ¢ limitado, como a maioria dos modelos fisicos,
d(t) ndo pode tender para infinito. Conforme o artigo de Wolf et al. [92], para definir uma
medida desta divergéncia, deve ser medido o crescimento exponencial em muitos pontos
ao longo da trajectéria. Comecando com uma 6rbita de referéncia e um ponto numa
trajectéria préxima, é medida a razao 6(t)/dp. Quando (t) se torna demasiado grande, é
considerada uma nova érbita préxima e definida uma nova distancia do(t). Resulta deste

processo que

Zl e

O numero real A\, designado por expoente de Lyapunov, verifica A < 0 se o movimento é

tN—to

regular e A > 0 se o movimento é cadtico.

Apenas em casos muito simples é possivel o célculo explicito dos expoentes de Lya-
punov. Em 1984, Wolf [94] desenvolveu o algoritmo numérico mais usado para estimar
o expoente de Lyapunov A a partir da medigdo de uma tnica varidvel dindmica z (t) do

sistema. Uma outra revisao deve-se a Abarbanel et al. [1] em 1991.

Definicao 1.1.23 Seja f uma transformacao do intervalo de classe C*. Para cada ponto

xo, 0 expoente de Lyapunov (caracteristico) de f em xy define-se pelo limite, caso exista,

(1.10) A(zp) = lim —Zln‘f ;)| < hm sup — Zln‘f i) |

n—oo n
onde x; é a i-ésima iterada de f em xg.

Dada a possibilidade de nao existir o limite em (1.10), a defini¢do original considera o
limite superior.
Para atractores cadticos A é positivo. Para pontos fixos e érbitas periédicas estdveis A

¢é negativo dado por
N—

A= hm—Zan ;) :NZ n | f/( xl|:%1n‘(fN)/(x0)‘,

n—oo n
=0

onde N > 1 é o perfodo da érbita de z.
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Em dimensoes superiores a prova da existéncia do limite apropriado, para quase todos
os pontos em termos de uma medida invariante, requere uma versao mais avancado do
teorema ergédico multiplicativo obtida por Oseledec [50].

Seja S = (X,Z,f) um sistema dindmico discreto definido num subespago vectorial
compacto X de R™ por (1.1), onde f : X — X é um difeomorfismo de classe C", r > 1.
Dado x¢ € X, considere um vector infinitesimal d¢ de deslocamento da condicdo inicial
X, Yo = Xg + 0p. Obtem-se uma equacao que caracterize a evolucdo de dg considerando

o desenvolvimento de Taylor e ignorando os termos de ordem superior, tem-se
f (yo) = f (x0) + Df (x0) - do.

Para f (yo) = x1 + 671 é valido §; = Df (x¢)-d¢. Segue, por indugao, a equacao linearizada
Ont+1 = Df (xy,) - 0y, n>0

que determina a evolugao de um deslocamento infinitesimal d¢ da érbita a partir da érbita
inicial (n&o perturbada) de pontos x,. Em particular,

60 18l
18, 1l

sdo, respectivamente, o vector unitdrio com a direccdo do deslocamento infinitesimal da
6rbita a partir de x,, e o factor pelo qual o deslocamento infinitesimal aumenta (se ||, || >
|80]]) ou diminui (se ||, < ||dol])-

O vector v, = 8,/ ||do|| € um vector tangente, situado no espago tangente, cuja equacao

de evolucao de v,, é dada por
(1.11) V1 = Df (xy,) - vy

A evolucao do vector tangente v, depende da drbita de x¢ e da orientacao inicial do
vector tangente unitdrio vo. Com o objectivo de obter a taxa exponencial pela qual o
vector tangente cresce ou diminui por iteracao de f, considere a expressao (In||v,||) /n.
Obtem-se de (1.11) que

n—1
vy = [Df (Xp-1) - Df (x5 2) - ... - Df (x0)] - vo = [ [ Df (x:) - vo,
=0

logo, pela regra de derivacao da fungao composta, tem-se

n—1
%ln”vn” :%m ng(xi)-vo :%lnHDf” (x0) - Vol -
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Tomando o limite quando n — oo, obtém-se os m possiveis valores
.1 .1 n
(1.12) Ai (x0) = lim —In||v,|| = lim —1In||Df" (x¢) - voll,
n—oo n n—oo n

para ¢ = 1,...,m, conforme as m orientagoes iniciais possiveis do vector tangente vy no
espaco tangente m-dimensional, designados por expoentes de Lyapunov (caracteristicos)
para a condicdo inicial xq e a orientacao do deslocamento infinitesimal dada por vy.

As expressoes
In || DEf™ (x0) - vo|
n

€>\i(x0)

dizem-se, respectivamente, o expoente de Lyapunov tempo-finito e nimero de Lyapunov.
O dltimo representa um factor média pelo qual é multiplicado o comprimento do vector de
deslocamento infinitesimal em cada iterada. A aplicagao da matriz Df" (xg) aos m vectores
unitédrios vy resulta num elipséide cujos m eixos maiores sao os numeros de Lyapunov. As
direccoes principais do elipséide sao os m vectores proprios perpendiculares da matriz
real simétrica Df" (xq) - [Df" (x0)]” (T' denota a matriz transposta). Os eixos maiores
do elipséide sao as raizes quadradas dos m valores préprios, as quais se dizem os valores
singulares de Df" (xg).

Segundo Farmer et al. [17] é vélido o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.5 Seja S = (X, 7Z,f) um sistema dindmico definido num subespago vec-
torial compacto X C R™ por xp41 = f(x,)) onde £ é um difeomorfismo de classe C",
r > 1. Sejam |Aj, (x0)] > |Aj, (X0)| > -+ > |Ay,, (x0)| 0s mddulos dos valores proprios da

matriz Jacobiana
Df"” (Xo) = Df (anl) - Df (Xn,Q) <o D (Xo)
da n-ésima iterada de f. Entdo os expoentes de Lyapunov de f sdo

N (x0) = lim ~In[A,, (xo)].

n—oo N

Tal como em dimensao 1, em dimensao superior os expoentes existem quase em toda a
parte em termos de uma medida invariante. O teorema ergédico multiplicativo de Oseledec
garante que, se a orbita de xg gera uma medida de probabilidade ergédica u invariante
por f, entao os limites em (1.12) existem e os valores de \; (xg) sdo o mesmo para quase

todo o xq, relativamente a essa medida pu.
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Se estdo a ser consideradas érbitas num atractor cadtico A, pode assumir-se que existe
uma medida natural ergédica no atractor. Em particular, para quase todo o xg relativa-
mente 4 medida de Lebesgue na bacia de atracgdo B (A), a 6rbita de xo gera a medida
natural. Como tal, para esse xg, 0 teorema ergédico multiplicativo de Oseledec [50] garante
que o espectro de Lyapunov {\; (x0)} é o mesmo conjunto para todo o x¢ na bacia do
atractor excepto para um possivel conjunto de medida de Lebesgue nula. Além disso, se
n ¢ a medida natural no atractor A, segundo o trabalho de Ruelle [76] os expoentes de
Lyapunov A; (xo) relativamente a essa medida sao os mesmos valores para todos os X na
bacia de atrac¢ao B(.A), excepto para um conjunto de medida natural nula. Neste caso
os expoentes de Lyapunov denotam-se simplesmente por )\;, entendendo por A; o valor
de \; (xg) obtido para quase todos os xo. A multiplicidade de \; (xg) é a dimensao do
subespaco W¥(xg). Assim, o espectro de Lyapunov pode ser, de facto, considerado uma

propriedade do atractor.

Seja agora S um sistema dindmico continuo definido num subespago métrico X C R™
por (1.2) onde f é um campo vectorial de classe C", com 7 > 1. A discussao para definir
os expoentes de Lyapunov como medida da dependéncia sensivel da solucao de (1.2), para
uma dada condigao inicial xg = x(0), é andloga ao caso de tempo discreto.

Seja ¢! o fluxo gerado pelo campo vectorial f. Seja p uma medida de probabilidade
em X que é preservada por ¢'. Considere um ponto xg € X e um ponto y € X préximo

de x¢. A taxa de variacdo da distancia entre eles evolue sob a accdo do fluxo ¢’ pela razio

¢ (v) — ¢' (x0)]]
ly =xoll

cujo limite quando y — xg, ao longo de uma dada curva =, pode ser escrito como

ID* (x0) - v (x0)]| _ R E(# (x0)) - v (o)

[V (o)l [[v (xo) [V (xo)

)

onde D¢’ (xg) é a derivada de ¢’ relativamente a x calculada em xg, e v (Xg) ¢ um vector
do espago 7x, X tangente a curva y. A evolucao do vector tangente v ao longo do tempo

¢é definida pela equacao linearizada
(1.13) v (x) = Df (¢'(x0)) - v (x),

onde Df (¢'(x0)) é a matriz Jacobiana de f calculada em ¢'(xq). A matriz Df (¢'(xo))

descreve como uma pequena perturbacio no ponto xg se propaga ao ponto final ¢’ (x0)-
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Os expoentes de Lyapunov (caracterfsticos) do fluxo ¢’ para a condicdo inicial x¢ sdo

definidos por

. 1 1 |IDé" (x0) - v (x0)]]
Ai(xo3 v (x0)) = lim_ g Inffv(x)ll = Tim oI =7y

)

parai = 1,....,m. A versdo do teorema ergédico multiplicativo apresentada por Oseledec
[50], estabelece as condigdes em X e ¢ sob as quais este limite existe para quase todos
os pontos xg € X, relativamente a medida p. Analogamente ao caso discreto, pode ser

considerada a definicao alternativa
) 1
A(xg) = tggrnoo sUp — In ||Df (¢'(x0))]| -

Nomeadamente, garante a existéncia da matriz simétrica e positiva

L(x0) = lim 3/Df (¢(x0)) - [DF (¢'(x0))]"

t——+o0

cujos valores préprios conduzem a determinacao do espectro de Lyapunov do fluxo ¢ no

ponto x¢ [1].

Proposicao 1.1.6 Seja S um sistema dindmico definido num subespago métrico X C R™
porx = f(x) onde £ é um campo vectorial de classe C" comr > 1. Se A; (xq) sao os valores

proprios da matriz

Lix)) = lim /Dt (6'(x0) - [DF (¢'(x0))]"
entdo os expoentes de Lyapunov \; (Xo) sdo dados por i (xo) = In (A; (xo))

O espectro de Lyapunov \j (xg), A2 (X0),- .., Am (X0), descrevendo o comportamento
dos vectores no espaco tangente 7y, X, depende em geral do ponto inicial x¢ tomado.
Para sistemas em tempo continuo um dos expoentes de Lyapunov é nulo, correspondente
ao deslocamento infinitesimal ao longo do fluxo (a direcgdo tangente a trajectéria). Mais
precisamente, dado xg € X, tal que w (xg,f) ndo contém nenhuma solugao estaciondria,
existe um ¢ tal que \; = 0, correspondente & localizacao inicial de xg no atractor caético
com orientagao de v (xg) tangente a érbita através de xg.

Seja x* um ponto de equilibrio hiperbélico de (1.2). A matriz Jacobiana Df (x*) nao
tem valores proprios no eixo imaginario Z e aplica-se o teorema de Hartman-Grobman

para fluxos. Entao,

A(x") = max {Re (A) | A é valor préprio de Df (x*)}.
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Entropia topolégica. A entropia topoldgica e a entropia métrica sao quantidades que,
tal como os expoentes de Lyapunov, medem a complexidade da dindmica de um sistema:
sdo positivas para sistemas cadticos e nulas para sistemas nao caéticos. Os valores de
cada uma das entropias sao, em geral, mais dificeis de calcular do que os expoentes de
Lyapunov, pelo que o seu uso tem sido menos frequente. Para os propdsitos desta tese
apenas interessa abordar a entropia topoldgica.

A entropia topolégica é o invariante numérico mais importante relacionado com o
crescimento orbital num sistema dindmico. Representa a taxa de crescimento exponencial
do nimero de drbitas distinguiveis com precisao arbitrariamente pequena mas finita. Tem
a vantagem de descrever de um modo sugestivo, através de um unico nimero real, a com-
plexidade exponencial total da estrutura orbital do sistema. Embora a definicdo original
de entropia topoldgica seja atribuida a Adler, Konheim e McAndrew [3] (1965), é aqui
apresentada a definicao introduzida por Bowen [11] em 1971.

Seja S = (X, T,f) um sistema dindmico definido por uma transformagao continua f e
d a métrica tomada no compacto X. Um subconjunto E C X diz-se (¢, n)-separado para
f se, para quaisquer pontos distintos x,y € F, existe pelo menos um k, com 0 < k < n,

tal que
k k
d (f (x),f (y)) > e
Uma outra maneira de expressar este conceito é introduzir em X uma sucessao cres-
cente de distancias

(1.14) dns (X,y) = Ogr%anx_l d (fi (x),f (y)) 7

com termo inicial dy ¢ = d. O nimero d, ¢ (x,y) mede a distdncia entre os segmentos de
orbita I x = {x,£(x),...,f"1(x)} e Iy. Um subconjunto E C X ¢ (€, n)-separado para
f se d,, £ (x,y) > € para quaisquer dois pontos distintos x,y € E.

Seja N (f,e,n) a cardinalidade méxima de um conjunto (€,n)-separado, ou seja, o

nimero méaximo de érbitas distinguiveis de comprimento n,
N (f,e,n) =max {#E | E C X é um conjunto (€,n)-separado para f},

onde #FE denota o cardinal de E. Dado que X é tomado como compacto, N (f,e,n) é
finito. Se 0 < €1 < €3, entao N (f,e1,n) > N (f,e2,n). Considere a taxa de crescimento
exponencial de N (f,e,n) quando n aumenta, como

1
h(f,e) = lim supElogN(f,e,n).

n—oo
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Se N (f,e,n) = e", entao h (f,€) = 7. Assim, h (f, €) mede o expoente pelo qual N (f, e, n)
aumenta quando n — oo. Dado que N (f,e,n) > 1 para qualquer par (n,e) e X é
compacto, prova-se que 0 < h(f,e) < oo (para X nao compacto apenas é garantido
que 0 < h(f,e) < 00). Se 0 < €1 < €2, entdo h(f,€) ¢ uma fungdo monétona com e,

h(f,e1) > h(f,€e2), 0 que garante a existéncia do limite da defini¢do seguinte.
Definigao 1.1.24 A entropia topoldgica de £ é definida por

1
hiop (f) = lim h(f,e)= lim lim supalogN(f,e,n).

e—0,e>0 e—0,e>0n—o00

A entropia topolégica hyp (f) é independente da métrica d tomada em X. Sendo

hiop (£, €) mondtona crescente, para todo o € > 0, é vélido
0< htop (f, 6) < htop (f) < Q.

Obtém-se uma defini¢ao equivalente da entropia topoldgica utilizando conjuntos (n, €)-
geradores minimais para f em vez de conjuntos (n, €)-separados maximais.

O célculo da entropia topoldgica directamente pela definicao é, em geral, dificil. No
entanto a entropia topoldgica verifica um conjunto de propriedades de invaridncia que mo-
tivaram a sua introducao na teoria de sistemas dindmicos e que a tornam particularmente

util. A proposicao seguinte apresenta algumas das propriedades elementares.
Proposicao 1.1.7 A entropia topoldgica satisfaz as sequintes propriedades:

(T1) Se A é um conjunto fechado invariante por £ entao hiop (£]4) < htop (f) ; se £ : X —
X ef(X)=A entdo hiop (f) = hiop (£a);

(T2) Se X = XjUXoU...UXy, onde X1, Xo, ..., Xi sao subconjuntos fechados invariantes

para £ tais que X; N X; =0 sempre que i # j, entdo hyop (f) = maxi<i< hiop (f|x;)
(T3) Sef é um homeomorfismo entio hy (£71) = hr (f);

(T4) Sef: X - X, g:Y —>Y eh: X =Y sao transformagoes continuas e sobrejectivas
tais que goh = hof entio hip (f) > hiop (8); se h é um homeomorfismo entao
htop (f) - htop (g) 5

(T5) huop (£*) = | htop (£) ;

(T6) Sef: X - X,g: Y =>Yefxg: X xY — X xY definida por (f xg) (x,y) =
(f(X), g(Y)) entao htop (f X g) = htop (f) + htop (g> )
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(T7) O conjunto Rec(f) C X wverifica hiop (£) = hiop (£ | rec(r) ) 3

(T8) Se o conjunto Rec(f) C X é um conjunto finito de drbitas periddicas entio hiop (f) =
0.

No que segue, um intervalo I pode significar um ponto, um intervalo aberto, semi-

aberto ou fechado.

Proposicao 1.1.8 Seja f uma transformacgdo continua do intervalo. Entdo, dadon € N,
existem um intervalo J,, uma colecgcio D,, de subintervalos de J, disjuntos dois a dois e
k, € N, tais que

hiep () = lim - log (#D,)

mn

e Jn C f* (I) para todo o I € D,.

Este resultado tem como coroldrio uma relagdo entre pontos periédicos e entropia
topoldgica. Seja p(f) a taxa de crescimento exponencial dos pontos periédicos de f definida

como
p(f) = lim supllnPn(f).

n—oo n
Coroléario 1.1.3 Para qualquer transformacgdo continua f do intervalo é vdlida a de-
sigualdade p(f) > hiop (f) -

Coroldrio 1.1.4 Se f é uma transformagdo continua do intervalo tal que hiop (f) > 0,

entdo existe um ponto periddico cujo periodo nao é uma poténcia de 2

Existem relagoes interessantes entre a entropia topolégica e os expoentes caracterfsticos

de Lyapunov.

Proposigao 1.1.9 Sejam )\;L 0s expoentes caracteristicos de Lyapunov de um sistema

dindmico S = (X, T,f) definido por uma transformacgao continua f. Entao

hiop (£) <D AT

A definigdo de entropia topolégica para o fluxo ¢ = {d)t} 1ep gerado por um campo
vectorial é completamente andloga & defini¢do para o caso de tempo discreto. A expressio

(1.14) d& lugar a sucessao nao-decrescente de distancias

max d (¢' (x),¢' (v))-

dt’,<1> (X7Y) = 0<t<t!

Como correspondente a propriedade (T5), é vilida a seguinte proprosigao.
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Proposicao 1.1.10 Dado um fluzo ® = {d)t é vdlida a igualdade

Yier:
htop (®) = hiop (1) .

A entropia topolégica para um fluxo é obviamente invariante pela equivaléncia topolé-
gica. No entanto varia com a mudanca temporal (reparametrizacao) e, consequentemente,

com uma equivaléncia orbital.

1.1.5 Bifurcagoes

Embora a teoria de bifurcagoes seja um tema com origens matemdticas cldssicas, por
exemplo nos trabalhos de Euler no século XVIII, o termo "bifurcacao"foi introduzido por
Poincaré, no final do século XIX, para descrever a separacido das solugoes de equilibrio
numa familia de equagoes diferenciais. No entanto, ndo ha concordancia quanto ao signifi-
cado rigoroso do termo.

Muitos sistemas dindmicos nao-lineares com importancia préatica, em tempo discreto
ou continuo, sao dependentes de parametros, designados por pardmetros de controle. Por-
tanto, um sistema dinamico S, além de ser funcéo do tempo, pode ser pensado como funcao
de um vector de pardmetros p num certo espago paramétrico, caso em que se representa
genericamente por S = (X T d)tp). Para fins aplicativos é crucial entender a evolucao do

comportamento qualitativo desses sistemas quando os pardmetros variam.

Definigao 1.1.25 Seja {d)i,}peRl uma familia de sistemas dindmicos definidos em X =
R™ e Ap uma variagdo suave arbitrariamente pequena dos valores paramétricos a partir
de um valor py. Se o retrato de fase sob a variagio Ap do pardmetro nao é localmente

topologicamente equivalente ao retrato de fase em p = py, diz-se que existe uma bifurca¢ao

em p = py.

Assim, ocorre uma bifurcagdo na familia de sistemas {gbi,}peRl quando o parametro p
atinge um valor critico p = p,, designado por ponto de bifurcagao, correspondente a uma
mudanga topolégica do comportamento dindmico dos elementos da familia. O nimero
de componentes do vector de pardmetros p que devem variar para ocorrer uma dada
bifurcagao diz-se a codimensao da bifurcacao.

O estudo de familias de sistemas é auxiliado por um novo tipo de diagrama, o dia-
grama de bifurcacao, que representa os possiveis pontos de equilibrio do sistema em tempo

longo em funcao do parametro de bifurcagao p. Tal como no caso de sistemas dinamicos
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individuais, na teoria de bifurcac¢ées existem problemas locais, semi-locais e globais. No
ambito desta tese apenas sao consideradas bifurcagoes locais.

As bifurcagoes locais mais frequentes séo as relacionadas com alteracao das propriedades
de estabilidade local de um ponto periédico. Como tal uma bifurcacao é acompanhada por
uma mudanga na posigao dos valores préprios relativamente a fronteira de estabilidade (S
ou Z do plano complexo ).

Se x* é um ponto de equilibrio hiperbélico do sistema para p = p,, sob uma pequena
perturbagao o ponto de equilibrio move-se ligeiramente mas continua hiperbélico. Assim,
a falta de hiperbolicidade é usualmente um indicativo para a ocorréncia de bifurcacoes.
Os valores dos parametros para os quais ocorrem pontos de equilibrio/periédicos nao-
hiperbdlicos sao os "candidatos"principais a pontos de bifurcacao estruturalmente estavel.
E usual considerar ainda as intersecces transversais das variedades estdvel e instdvel de
pontos de equilibrio/periédicos.

A teoria de bifurcacoes, embora recente, tem conduzido & identificagdo de diversos
padrées de bifurcagao e estabelecido resultados gerais para o seu reconhecimento em situa-
¢oOes prdaticas. Em codimensdo 1, caso continuo, podem ser consideradas as bifurcacoes
sela-nodo e de Andronov-Hopf relativas a falta de hiperbolicidade em pontos de equilibrio.
E ainda as bifurcagoes duplicagao de periodo (ou flip), ciclo limite (fold) e de Neimark-

Sacker relativas a pontos periddicos nao-hiperbdlicos, no caso discreto.

Bifurcacoes elementares em tempo discreto. Uma bifurcagdo estruturalmente es-
tavel (local) ocorre num ponto (X, p) se a matriz Jacobiana Dyf; (X) das derivadas parciais
em X tem um valor préprio A na circunferéncia unitéria S do plano complexo.

Em dimensao 1, as bifurcagoes estruturalmente estéveis podem ser facilmente descritas.
Neste caso o tinico valor préprio da derivada num ponto fixo é real e portanto os tinicos

valores préprios em S sdio A =1 ou A = —1.

Considere que A = —1. Entao ocorre uma bifurcagdo de tipo duplicagdo de periodo

(ou bifurcagao flip) caracterizada pelo teorema seguinte.

Teorema 1.1.8 (bifurcacdao duplicagdo do periodo) Seja S = (R,Ny, f,) um sistema
dindmico definido por xn41 = f,(xy), onde f, é uma transformagao de classe C", r > 3,
nas varidveis x e p. Se f, (o) = xo para todo o p num intervalo em torno de py e o nao
é um ponto fixo hiperbdlico nem transversal,

af,

({EQ) =—1,
) P

o
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e as derwadas de f, na varidvel x satisfazem

o%f,

2
8:1:p

2f,

(rg) <0 e 93 )

(:Eo) < (),

=Po =Po

entdo existem intervalos (py,pg) € (pg, p2) € 9 > 0 tais que:

(1) Se p € (p1,pg) entio fy(x) tem um dnico ponto fizo estdivel para x € (—0,0);

(2) Se p € (pg,p2) entio fy(x) tem wm ponto fixo instdvel e uma drbita periddica de

periodo 2 para x € (—6,9).

Assim, a mudanca na estrutura orbital do sistema correspondente & perda de estabili-
dade do ponto fixo z* em p = p, é acompanhada pelo aparecimento de uma érbita de
periodo 2 estdvel num dos lados do ponto de bifurcacdo. Se o sistema sofre sucessivas
transicoes de comportamento periédico de periodo 2 para novo comportamento periédico
em que o perfodo das oscilacdes duplicou, 251, diz-se que é produzida uma cascata in-
finita duplicacdo do perfodo!, na qual existem 6rbitas de perfodo 2% estdveis na variacio
paramétrica p, < p < ppr1. O comprimento de intervalos sucessivos [,ok, Pk +1] da varia-
cdo de estabilidade para uma érbita de perfodo 2F decresce quando k aumenta. Conforme
provado por Feigenbaum [18], a razdo entre os comprimentos destes intervalos converge

para uma constante universal, designada por nimero de Feigenbaum, dada por

lim 28T PRl 46692, =3,

k—+oo Prpi1 — Pk
comum a todos os sistemas dissipativos tipicos que apresentam uma cascata infinita du-
plicacao do periodo. Além disso, existe um ponto de acumulagao de um nimero infinito

de bifurcagoes duplicagao do periodo num valor finito p, denotado por p,, dado por
= i = 3.570...
Poo = | _1:{100 Pk

Uma cascata de bifurcagoes de duplicacao do periodo conduz a comportamento cadtico.
O valor paramétrico de p a partir do qual o comportamento dindmico de um sistema é

cadtico diz-se o ponto de Misiurewicz, denotado por 2°°.

Considere agora que A = 1. Entao ocorre uma bifurcacao de tipo fold (ou tangencial)

caracterizada pelo teorema seguinte.

!Existem sistemas dinamicos que exibem bifurcacio metade-periodo, na qual o sistema se desvia para
um novo comportamento com metade do periodo do comportamento anterior. Uma sequéncia destas
bifurcagoes conduz o sistema do caos para ordem.
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Teorema 1.1.9 (bifurcacdo fold) Seja S = (R, Ny, f,) um sistema dindmico definido
por Tni1 = fp(xn), onde f, é uma transformagdo de classe C", v > 3, nas varidveis e

p. Se f, (xo9) = o para todo o p num intervalo em torno de py e xg nao é um ponto fixo

hiperbdlico,
of,
8—; (IEO) = 17
P=po
e as derwadas da transformacao f, na varidvel x e p satisfazem:
82
W S| w20
P=Po
of,
(2) a—p (z0) # 0.
P P=Po

Entao existe um intervalo I em torno de xg e uma funcgdo real suave g definida em [
tais que g(z0) = po € fy@) (x) = x. Além disso, ¢'(x0) = 0 e g"(x0) = 0. Os sinais das
expressoes em (1) e (2) determinam o "sentido"da bifurca¢ao: para a direita se os sinais

sGo opostos e para a esquerda mo caso contrdrio.

Os pontos fixos estdvel e instdvel existentes para valores inferiores do parametro p
colidem no ponto de bifurcagao py e produzem um ponto semi-estdvel: um ponto que
atral de um lado e repele do outro. Mais, quando existem dois pontos fixos simétricos,
um estdvel e outro instdvel, é ainda possivel que ocorra uma bifurcacao correspondente
a troca de estabilidade entre eles, designada por bifurcagao transcritica. Note que neste
caso, além do ponto de bifurcacao o nimero de pontos fixos ndo muda, contrariamente &

bifurcacao fold.

Em dimensoes superiores, as bifurcacoes estruturalmente estéveis ocorrem quando um
dos valores préprios ¢ A =1 ou A = —1 e os restantes valores préprios estdo no exterior
da circunferéncia unitdria S do plano complexo. As bifurcacoes resultantes dizem-se bi-
furcagoes sela-nodo. Quando o valor do pardmetro p se aproxima do ponto de bifurcacao
p = pg, um nodo (com valores préprios negativos) e uma sela (a que corresponde um valor
préprio negativo e outro positivo) colidem e aniquilam-se entre si de tal modo que, para
p > py, hao existem pontos fixos. Nao é estruturalmente estdvel a bifurcacao que ocorre
quando os valores préprios de uma transformacao sao um par de nimeros complexos con-
jugados que cruzam S, designada por bifurcacado de Neimark-Sacker. De facto, dé-se o
aparecimento de uma curva invariante fechada apds o ponto fixo mudar de atractor para

repulsor.
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Teorema 1.1.10 (bifurcagcdo de Neimark-Sacker) Seja S = (RQ,Z, fp) um sistema
dindmico definido por x,+1 = f,(x,), onde f, é um difeomorfismo de classe C", r > 5,

nas varidveis X e p. Se a transformacao f, satisfaz:

(1) £,(0,0) = (0,0) para todo o p num intervalo em torno de 0;

(2) Df,(0,0) tem dois valores proprios imagindrios puros conjugados, A (p) e A (p), tais

que [A(0)|=1c¢e

d|A (p)]
dp 70

(por uma mudanga de pardmetro, pode ser assumido que |A(p)| =14 p);

(3) por uma mudanca de base em R? dependente de i, verifica-se

- cos (B (p)) —sin(B(p))
Df, (0,0) = (1 +p) < sin (B (Z)) cos (8 (P?) ) ‘

(4) A0)™ = e™BO) £ 1 para m = 1,2,...,5, ou seja, A (0) ndo é uma raiz de ordem

baiza da unidade e ndo sendo igual a +1;

(5) existe uma mudanga de coordenadas (porque A (0) nio é uma raiz de ordem baiza de

1) que transforma £, para a forma
£, (21,22) = Ny (@1,22) + O (I(zn,22)°)

onde N, (x1,x2) é dada em coordenadas polares por
Ny (r,0) = (L +p)r =l (p)r*,0 + B (p) + 13 (p) 1?) -

Entao, para todo o p suficientemente pequeno com ply (p)f1 > 0, £, tem uma curva
curva fechada invariante em redor do ponto fizo (0,0) de raio aproximadamente igual

a (u/ly (u))1/2. Além disso, a curva fechada é atractora se l; (0) > 0 e é repulsora se
l1 (0) < 0.

Bifurcagoes elementares em tempo continuo. Ocorre uma bifurcagao estrutural-
mente estdvel (local) quando a parte real de um valor préprio de um ponto de equilibrio
passa através do eixo imagindrio Z, ou seja, ocorre uma bifurcacao em (x;; p,) se a matriz
Jacobiana Dxf (xp, pp) tem um valor préprio A com parte real nula.

Existem, genericamente, duas maneiras pelas quais a condicao de hiperbolicidade num

ponto de equilibrio pode deixar de ser vdlida. Para um certo valor p,, um valor préprio
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real aproxima-se de 0 ou um par de valores préprios conjugados aproxima-se de Z e tem-se
Ay o = £i3, com 3 > 0.

A bifurcacio associada ao aparecimento de A = 0, é possivel num espaco de fase
unidimensional, e diz-se uma bifurcagdo tangencial (bifurcagao fold ou bifurcagao sela-
nodo) para fluxos. A dinamica do sistema neste tipo de bifurcagao é caracterizada por uma
colisao de pontos de equilibrio, um instdvel e outro estdvel, que conduz ao seu desapareci-

mento.

Teorema 1.1.11 (bifurcagao tangencial para fluros) Seja X um dominio conero
aberto de R e f uma fungdo real de classe C", r > 2, definida em X x R. Considere o
sistema dindmico S = (X, R, f) definido por & = f(x;p). Se f(0;p9) =0 e as derivadas

de f na varidvel estado x e na varidvel parametro p satisfazem

of . | OPf of
or (Oa pO) - 0: o2 (07 pO) >0 e 8[) (Ova) > Oa

entao existem intervalos (py, po) € (pg,pa2) € 6 > 0 tais que:

(1) Sep € (p1,py), entao f(x; p) tem dois pontos fizos em (—d,0) sendo o positivo instdvel

e 0 negativo estdvel;

(2) Sep € (py,pa), entio f(x;p) nao tem dois pontos fixos em (—0d,0).

Se nao existe destruicao dos pontos de equilibrio, mas apenas trocam de estabilidade

quando colidem, a bifurcacao diz-se transcritica.

Teorema 1.1.12 (bifurcagao transcritica para fluxos) Seja X um dominio conexo
aberto de R e f uma fungdo real de classe C", r > 2, definida em X x R. Considere o
sistema dindmico S = (X, R, f) definido por & = f(x;p). Se f(0;p9) =0 e as derivadas
de f na varidvel estado x e na varidvel parametro p satisfazem

of . | Pf N
% (07 pO) - 07 o2 (Oa pO) >0 e (9p(9$ (Oa pO) > 07

entao existem dois pontos de equilibrio, um estdvel e outro instdvel.

Em sistemas dindmicos com uma inversao ou simetria de reflexao (i.e., as equagoes de

movimento permanecem imutédveis se é alterado o sinal de pelo menos uma das varidveis
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do espago de fase), é ainda possivel um outro tipo de bifurcacdo, designada por bifur-
cacao forquilha. Usualmente, ocorre bifurcacao forquilha quando um ponto de equilibrio
do sistema. bifurca em trés pontos de equilibrio, um com estabilidade oposta e dois com
a mesma estabilidade do ponto de equilibrio original. A bifurcacao forquilha diz-se su-
percritica (subcritica) quando um ponto de equilibrio estével (instdvel) bifurca em dois
pontos de equilibrio estédveis (instdveis) e um ponto de equilibrio instavel (estdvel).

A solucéo bifurcada pode néo ter a simetria total da equacdo de movimento. Este
fenémeno diz-se simetria quebrada. Uma solucdo com uma simetria quebrada nao ocorre
em isolamento porque a simetria quebrada aplicada sobre uma tal solucao gera uma nova
solugdo onde a mesma simetria é quebrada. Todas estas solucoes formam uma familia.
Como tal, dois pontos fixos com uma simetria quebrada bifurcam sempre uma vez numa
bifurcagao transcritica. Sao ambos estédveis (bifurcagdo transcritica supercritica) ou sdo

ambos instaveis (bifurcacao transcritica subcritica).

Teorema 1.1.13 (bifurcagdao forquilha) Seja X um dominio conexo aberto de R e f
uma funcgdo real de classe C", com r > 3, definida em X x R. Considere o sistema
dinamico S = (X, R, f) definido por & = f(x;p). Se f(—x;p) = —f(x;p) e as derivadas
de f na varidvel estado x e na varidvel pardmetro p satisfazem, respectivamente,

O oy =0, 000y = 21 o,
% (Oa pO) =0, @ (Oa pO) =0 e O3 (Oa pO) 75 0,

of B 0% f '
(9_p (07 ,00) =0 e apaw (Ova) > 07

entao o sistema tem uma bifurcagao forquilha em (x;p) = (0;py). A bifurcagio forquilha
¢ supercritica (subcritica) se a terceira derivada de f na varidvel x calculada em (0; py) é

negativa (positiva,).

Bifurcagoes bubbling e blowout. Como ja foi referido, o estudo da dindmica de sis-
temas com atractores de Milnor contidos em subvariedades invariantes suaves do espaco
de fase tem revelado a existéncia de bacias de atraccio riddled ou localmente riddled. A
estrutura e as propriedades de tais bacias podem ser conhecidas por andlise dos expoentes
de Lyapunov transversais para a subvariedade invariante ([5],[7],[8])-

Seja S = (R™, Ny, f) um sistema dindmico definido por uma transformagao suave f que
deixa invariante uma subvariedade [-dimensional M (de baixa dimensao). Suponha que

A C M & um atractor para a restricgao f | o4 e que n € uma medida natural suportada em
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A. Entao, para quase todo o x € A relativamente & medida 7, existem (m — [) expoentes
de Lyapunov transversais )\f‘ (x), 1 <i < m —1, cujos subespagos proprios sao ortogonais
a M. O maior expoente de Lyapunov transversal diz-se o expoente de Lyapunov normal.
Existem ainda [ expoentes de Lyapunov tangenciais (longitudinais) )\y (x), 1 <j <l
Sendo 1 uma medida natural, ndo se considera a dependéncia de x. Se o expoente de
Lyapunov normal ¢ negativo entao existe um conjunto B, C A de medida total tal que,
para todo o x € B, existe uma variedade estavel local de dimensao (m — ) transversal a
M. Portanto, dada uma vizinhanga U de A, os pontos situados na interseccao de U com
a variedade estdvel sdo assimptéticos para A. Por outro lado, se pelo menos o expoente
de Lyapunov normal ¢ positivo, entao para todo o x € B, existe uma variedade instdvel

local e A deve ser pelo menos Lyapunov instdvel.

Coloca-se a questao de analisar sob que condigbes o atractor A para a restric¢ao f |
¢é ainda um atractor para o sistema total f : R™ — R™. Esta questao conduz ao estudo do
sinal do expoente de Lyapunov normal para a medida natural suportada em A. Ashwin et
al. [7] descrevem o seguinte mecanismo possivel para a perda de estabilidade do atractor

A contido em M, com base na teoria de bifurcagoes.

Suponha que a dindmica transversal da subvariedade invariante M é definida por
um parametro p, mas que esse parametro nao afecta a sua dindmica. Existe um valor
critico p,. tal que, para p > p., todos os conjuntos invariantes mergulhados em A sao
estdveis relativamente a perturbacoes transversais a M, ou seja, sao atractores na direc¢ao
transversal. Para p > p. o expoente de Lyapunov normal é negativo e, como tal, as
trajectorias préximas a subvariedade M convergem exponencialmente para ela. O atractor
A € entdao um atractor para o sistema total. Quando se considera um valor paramétrico
p menor do que p,, existe um conjunto invariante contido em A que se torna instdvel
a perturbacgoes transversais a M. Assim, quando p < p., o atractor cadtico A é ainda
tranversalmente estdvel (atractor) em média pois muitas condigoes iniciais préximas de A
permanecem préximas de 4. No entanto, em consequéncia da existéncia de um conjunto
invariante instdvel na direcgdo transversal mergulhado em A, algumas condicées iniciais
evoluem numa érbita repulsora para longe de M contendo A. Este tipo de transicdo em

p = p, diz-se uma bifurcagao bubbling ([7],[8]).

No ponto p = p, de bifurcagao bubbling podem ocorrer duas situagoes ([81],[52],[39]).
Se cada Orbita repulsora de S é atraida para um conjunto fora de M, entdao diz-se que
bifurcagao bubbling em p = p, resulta numa bacia de atracgao riddled para o atractor A na

subvariedade invariante M [5] e diz-se uma bifurcacao riddling, segundo designacao de Lai
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et al. [39]. Portanto, o ponto de bifurcagao riddling p = p, corresponde ao valor de p no
qual a primeira 6rbita periédica no atractor A se torna transversalmente instdvel, e evolui
para um atractor remoto. Por outro lado, se todas as possiveis trajectérias do sistema
dinamico s&o limitadas e A é o tnico atractor do sistema, entdo a trajectéria repulsora de A
eventualmente volta a uma vizinhanca de A apés um periodo transitério, no qual a érbita
faz védrios percursos fora de M. Nesse periodo transitério ocorrem explosoes temporais
que subitamente interrompem o comportamento tipico de qualquer varidvel estado.

Quando se considera uma diminui¢ao adicional de p, novos conjuntos invariantes no
atractor cadtico A perdem a sua estabilidade transversal. Por este processo o préprio
atractor cadtico A pode torna-se transversalmente instdvel em média para o sistema total
num certo valor paramétrico p... Em p = p.. tem lugar uma bifurcacao blowout, segundo
designacao de Ott e Sommerer [82]. Portanto, para p < p,. todas as érbitas sdo repulsoras
a partir de A. No ponto de bifurcacao blowout p = p,. o expoente de Lyapunov normal
da medida natural em .4 torna-se positivo [82]. Esta bifurcac¢ao pode resultar numa forma
extrema de explosoes intermitentes, a intermiténcia on-off [67]. Conforme designagoes
de Venkataramani et al. [89], se as explosoes aparecem subitamente a bifurcagdo blowout
diz-se hard e, se a amplitude mdxima de explosao aumenta continuamente a partir de 0,
diz-se soft.

Definigao 1.1.26 Seja S = (R™,Ny,f) um sistema dindmico definido por uma trans-
formacgao suave f. Suponha que sob a iteracdo de f existe uma subvariedade invariante
[-dimensional M tal que A C M é um atractor cadtico para a restricgao f |y : M — M,
com medida natural. Diz-se que o sistema tem uma bifurcacdo blowout se o expoente de

Lyapunov normal relativamente o medida natural passa de negativo a positivo.

O termo blowout foi introduzido por Ott e Sommerer no artigo [82] de 1994, embora o
fenémeno tenha sido reconhecido dez anos antes por Pikovsky [62] e por Yamada e Fujisaka
[91]. A escolha do termo deve-se a que, quando o expoente de Lyapunov normal deixa
de ser negativo, A C M deixa de ser atractor para o sistema total e consequentemente
trajectorias tipicas em R™ sdo sopradas para fora de M para outros atractores contidos

em R™.

1.2 (Generalidades em sincronizagao de caos

Os conceitos presentes nesta seccao sao introduzidos apenas para sistemas dinamicos

discretos, visto que os correspondentes para sistemas dinAmicos continuos auténomos sao



60

andlogos, com as adaptacdes 6bvias. De facto, dado o fluxo ¢' gerado pelo campo vectorial
f suficientemente suave de um sistema auténomo definido por (1.2), pode ser considerado

o difeomorfismo f definido como a transformacio tempo-T analitica x,, 41 = ¢” (x,,).

Sejam S; = (X, Z,f) e Sy = (X, Z,g) sistemas dindmicos discretos cadticos definidos
num subconjunto compacto X C R™ por difeomorfismos f,g : X — X. As transformagoes
f e g satisfazem uma condigao dissipativa global e, como tal, possuem atractores globais
A;i e Ay nos respectivos espagos de fase X e Y. Apds um periodo de transicao inicial, o
comportamento de cada um dos sistemas S7 e Sz, definidos pelas equagoes as diferencas
Xnt+1 = £ (x,) € Ynt1 = g (¥n), pode ser discutido em termos da dinamica dos conjuntos
invariantes A; e As.

A sincronizagdo assimptética entre os sistemas cadticos Si e Sz, sujeitos a uma forga
de ligagdo, corresponde a existéncia de uma funcao invertivel suave H que transforme
trajectorias do atractor cadtico A1 em trajectérias no atractor caético Ag de tal modo que
se uma 6rbita de S; aproxima uma trajectéria x, no seu atractor A; a correspondente
6rbita do sistema Ss aproxima a trajectéria y,, = H(x,) em A;. Assim, o conhecimento
de um vector estado de S7 permite prever o correspondente vector estado de Ss.

A ocorréncia de coincidéncia total ou parcial dos vectores estado x e y dos sistemas
S1 e So, idénticos ou nao, pode ser uma expressao formal de comportamento sincrénico

entre eles.

Definicao 1.2.1 Os sistemas dindmicos cadticos S1 e So dizem-se em sincronizacdo as-

stmptotica se
(1.15) lim ||y, —x,||=0
n—oo

para uma certa forca de ligacdo entre eles, e dizem-se em sincroniza¢do prdatica se a difer-

enca Y, — Xn varia num intervalo de amplitude inferior a 1, ou seja, se
[yn —Xul| < K

para certa constante positiva K < 1. A diferenca yn, — X, diz-se o erro de sincroniza¢do

na n-ésima iterada.

A possibilidade dos sistemas S7 e Sz sincronizarem depende de diversas condigoes tais
como as regides paramétricas de cada um deles, a forca de ligacao considerada e o grau
de diferenciagao dos sistemas entre si. O objectivo é obter sincronizacao dos sistemas com

uma forca de ligagdo minima.
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A condigao (1.15) implica convergéncia de cada um dos vectores estado x e y para
o conjunto {w = (x,y) | x =y} relativo ao vector estado w = (x,y) do sistema obtido
por ligagao, designado por sistema ligado (composto ou integral). O estado x =y diz-se
o estado cadtico sincrénico e, quando é atingido, as dindmicas cadticas de x e y ficam
restringidas a um subespaco invariante atractor m-dimensional, designado por conjunto

de sincronizagao.

Embora nao exista uma maneira tdnica de ligar os sistemas 57 e So, a ligacao deve

possuir determinadas propriedades relevantes. Pretende-se que a ligagao:

(i) seja dissipativa (ou contractora), isto é, que tenda a tornar os vectores estado x e y

dos sistemas S1 e Sy préximos entre si;

(i) ndo afecte o estado cadtico sincrénico x =y.

A forma apropriada de aplicar um operador de ligagdo linear as transformagoes nao-

lineares f e g, que satisfaca as condigdes (i) e (ii), ¢ por multiplicacdo dos operadores

(o= ] ],

com 0 < p;,py < 1. Obtem-se uma ligagao bidireccional entre S; e S e o sistema ligado

correspondentes,

define-se por

(1.16) { Xnt1 = (1= py)f(x,) + p18(y,) =f(x,) + p1 (8 (yn) — £ (x,)]

Yn+1 = pof (x,,) + (1= po) 8(y,,) = &8(y,)+p2 [f (%n) — g (yn)]

Os niimeros reais p; e py, designados por parametros de ligacdo?, controlam a forca de
ligagdo entre os sistemas. As expressoes p; [g(yn) — £ (Xn)] € po [f (Xn) — g (yn)] dizem-
se os termos de ligacdo. Se f = g e p; = py entdo (1.16) é simétrico. Quando f = g os
sistemas 57 e S dizem-se em ligagao dissipativa externa e, se f # g, em ligacao dissipativa

externa generalizada.

A ligacdo unidireccional € descrita pela matriz de interaccao

[ 1 : ]
p 1—p

2Note que para obter ligacéo dissipativa devem ser introduzidos termos que diminuam o valor de x. Um
termo aditivo como xp+1 = f(x,) — px, pode ou ndo reduzir o valor de x, dependendo dos sinais e dos

valores de f(x) e p. Por outro lado, a multiplicacdo por um factor p tal que |p| < 1, como Xn+1 = pf(xn),
reduz sempre o valor absoluto de x.
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e conduz ao sistema ligado nao-simétrico

Xp+1 = f(x,)
1.17 nr n
(117 Lo 2o+ 1= sty
com estrutura skew product, onde x,, e y, sao as varidveis dindmicas dos sistemas trans-
porte e resposta, respectivamente. Contrariamente a ligagao bidireccional em (1.16), ape-
nas a dindmica do sistema resposta é afectada pelo sistema transporte através da ligacao;

o inverso nao é valido.

Considere a transformagao 2m-dimensional

F(x,yip) = (£(x).pf(x,) + (1 = p) &(y,))

obtida de (1.17). Os sistemas S; e Sy em ligacao unidireccional dizem-se assimptoticamente
sincronizados se existe uma regiao de valores do pardmetro p na qual, para quaisquer

condigoes iniciais (xo,yq) € (Xo,¥g), se verifica
lim [lyn — ¥l =0
n—oo

com (Xn,y,) = F" (X0,¥0;0) € (Xn,¥,,) = F" (x0,¥0; p)-

1.2.1 Sincronizagao idéntica

Considere os sistemas dinamicos discretos Sp e SS9 idénticos

Xn+1 = f(xn) e Ynr1=f(yn)

definidos por uma mesma transformacao cadtica f. Assuma que f satisfaz uma condicéo
dissipativa global e tem, por isso, um atractor global A.

Dado que a dinamica de f é cadtica, apds um periodo de transicao inicial as sequéncias
de iteracoes geradas pelos sistemas nao-correlacionados S; e S2 a partir de condigoes
iniciais diferentes xg e yo representam duas trajectérias independentes no atractor global
A. Em cada um dos sistemas a evolug¢ao no atractor cadtico A é caracterizada por um
expoente de Lyapunov positivo.

Seja e € R™ a varidvel que representa a distancia y — x entre os vectores estado dos

sistemas S e So. A evolugado dessa varidvel é determinada pela equacao as diferencas

ent1 = f(y,) —f(x,).
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Para pequenos valores de e, ou seja, para e < e4 onde ey é a diferenca maxima entre
dois vectores estado no atractor A, pode assumir-se que a distancia entre as trajectérias

dos sistemas S7 e Sy apds n iteracoes é dada pela equacgao linearizada
(1.18) e, = epe’™,

onde A é um expoente de Lyapunov e ey é a diferenca inicial entre as trajectérias. Por

(1.18), a equagao as diferengas da separagao de trajectérias é
en+1 = eneA.

Assim, para trajectdérias inicialmente préximas, a separacao entre elas aumenta se A é um
valor positivo e diminui se A é um valor negativo, segundo uma taxa de variagao que é
proporcional ao expoente de Lyapunov .

Considere a ligagao bidireccional em (1.16) dos sistemas S e Sz

xp1 = (1 = py) £(x,,) + p1f(y,,)
Ynt1 = pof(x,,) + (1 = p2) £(y,,)
O principal objectivo no estudo deste regime de sincronizagao, designado por sincronizagao

idéntica ou completa, é determinar uma certa variacao dos parametros de ligacao p; e p,

tal que, para valores iniciais préximos Xg € yo, se obtenha
lim |le,|| =0,
n—oo

ou seja, tenha lugar o estado cadtico sincrénico simétrico x,, = y,. Para essa variagao
dos pardmetros a evolugao dos vectores estado tem lugar no hiperplano de dimensao m,

M ={(x,y) | x =y}, designado por variedade de sincronizagao.

No caso particular em que p; = p, = p, o sistema ligado toma a forma
{ xnt1 = (1= p) £(x,,) + pf(y,)
ynt1 = pf(x,) + (1= p)f(y,)

e é completamente simétrico relativamente a troca das varidveis. Visto que o sistema

(1.19)

ligado (1.19) permanece invariante sob a transformagao x «— y, tem o estado sincrénico
X, = ¥, como uma das suas solucoes para qualquer valor de p.

A ligacao unidireccional (1.17) em sincronizagao idéntica corresponde ao sistema ligado

{ xnt1 = f(x,)
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Embora esta ligacao seja assimétrica, o sistema tem x, = y, como solucao cadtica
simétrica.
Podem ser considerados outros mecanismos de ligagao entre sistemas dindmicos dis-

cretos que conduzem a sincronizacao idéntica. Por exemplo, a ligacao dissipativa interna

{ Xp+1 = £((1 = p) Xn + pyn)
Yni1 = f(pxn + (1 - P) Yn)

Y

a ligagao difusiva linear

Y

Xptl = f(Xn) + P(Xn*Yn)
(120) { VYntl = f(yn) + p(Yn*Xn)

por adi¢do dos termos de ligagao lineares p(x,—y,) ¢ p(yn—Xn), a ligagdo por termos

quadréticos

Y

{ xnt1 = £(x,,) + p(x;—y3)
Yo+ = £(y,,) + p(yn—x7)
ou a ligagao bilinear quando os termos de ligagao lineares em (1.20) sdo substituidos por
+px,yn- Contudo, estes esquemas de ligagdo sao do ponto de vista aplicativo menos
realistas. E ainda possivel considerar os esquemas de ligacdo anteriores entre sistemas

unidireccionalmente ligados e com pardmetros distintos p; e py.

Quando p = 0 em (1.19), as varidveis x e y estao completamente nao-correlacionadas
e os sistemas S7 e S5 evoluem de forma independente. Sempre que a ligacao estd activa,
para qualquer p > 0, existe alguma dependéncia entre as trajectérias dos sistemas mas a
forca de ligacao p pode nao ser suficientemente grande de modo que ocorra a sincronizacao
dos sistemas.

Se p é considerado como um parametro de bifurcagdo que aumenta gradualmente a
partir de 0, é geralmente observada uma complexa estrutura de bifurcagao (possivelmente
incluindo estados nao-cadticos) mas existe claramente uma tendéncia para acentuar a
correlagao entre as varidveis x e y de (1.19). O objectivo é obter os sistemas sincronizados
com uma forga de ligagao p tao pequena quanto possivel. Quando p = 1/2 as varidveis x e
y tornam-se idénticas apds poucas iteragoes e observa-se o estado sincrénico x,, = y,, para
todo o n. Assim, p = 1/2 corresponde a forca de ligagdo mdxima necessdria. No entanto,
existe uma forca critica de ligagao 0 < pgy,,. < 1/2, designada por limiar de sincronizagao,
tal que para p > pg,,. € observado o estado sincrénico x = y. Quando este estado ¢
atingido, a dindmica do sistema ligado corresponde & de uma tinica transformagao f. Como

a ligacao nao afecta este estado, as dindmicas de x e y s@o as mesmas que nos sistemas
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desligados, ou seja, sdo cadticas. Quando cada um dos sistemas exibe comportamento
cadtico e as varidveis x e y sao idénticas em cada instante de tempo estes dizem-se em
sincronizacao total e x = y diz-se o estado cadtico totalmente sincrénico.

A sincronizagao préximo de p = pg,,. parece ser extremamente sensivel. Os vectores
estado de (1.19) fora do hiperplano M representam o estado assincrénico. Com aumento
de p a distribuigao dos vectores estado tende para M e, acima do limiar de ligagao pgyp.

todos os pontos satisfazem a condigdo x =y.

Anadlise da estabilidade assimptdética local do estado sincrénico. Quando no sis-
tema ligado (1.19) é atingido o estado cadtico totalmente sincrénico x,, = yy, as dinAmicas
cadticas das varidveis x e y ficam restringidas a um subespago invariante atractor m-
dimensional. Assim, o problema de sincronizagao pode ser entendido como um problema
de estabilidade assimptética de um atractor cadtico sincrénico simétrico A de dimenséo
m, definido por x = y, mergulhado num espacgo de fase 2m-dimensional.

Visto que o estado sincrénico x,, = y, é uma solugao de (1.19) para qualquer valor
de p, se as condicoes iniciais sao simétricas, xg = yp, a simetria é preservada no decurso
do tempo. Se é pretendido que a sincronizagao se estabeleca mesmo a partir de vectores
estado iniciais nao-simétricos, hd que imp6r a condicao de estabilidade assimptética: que
o estado totalmente sincrénico x, = y, seja um atractor. Em sistemas caéticos idénticos,
a estabilidade assimptética do estado sincrénico é o tnico requisito para sincronizacao,
pois a variedade de sincronizagao suave M ¢é invariante mesmo que nao seja estdvel. Esta
condigao de estabilidade assimptética determina a forga critica de ligacao pg,,. para o
comego de sincronizacao estavel.

O limiar de sincronizagao pg,,., como o valor a partir do qual se obtem o estado
sincrénico x, = y, assimptoticamente estdvel, pode ser calculado por linearizacao em
é

torno deste ponto fixo. Para caracterizar a transi¢do de sincronizagao em p = pg .

conveniente definir duas novas varidveis
(1.21) U, =

(Xn+yn) e V,= (Xn*Yn)'

N =

1
2
Geometricamente, a varidavel U, estd direccionada ao longo do hiperplano M, enquanto
a varidvel V,, corresponde a direcgao transversal a este hiperplano. No estado totalmente
sincrénico tem-se V,, = 0 e x,, =y, = U,,. Préximo do estado totalmente sincrénico,

a variavel V,, é pequena. Em estados quase assincrénicos mas obtidos para valores de p

ainda préximos de Psyne» € caracteristico o aparecimento de comportamento intermitente
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da varidvel V,,. A ocorréncia de raras mas intensas explosoes de V,, é uma caracteristica
desta intermiténcia on-off.

Na andlise de oscilagoes cadticas sincronizadas hé que distinguir entre a estabilidade a
perturbacoes dentro do hiperplano M e transversais a ele. Conforme provado por Rabi-
novich e Trubetskov [71], o regime de sincronizagao idéntica é estavel quando as trajectérias
sincronizadas sao estdveis a perturbacoes na direccdo transversal a M. Assim, a evolucao
da varidvel transversal V,, determina a estabilidade do estado sincrénico V = 0 que pode
ser descrita como a estabilidade transversal do atractor caético A.

Seja m = 1. Dado que o vector préprio do expoente de Lyapunov Ay, designado por
expoente de Lyapunov transversal, se direcciona transversalmente ao subespago simétrico
X =y, o seu sinal determina a estabilidade transversal do atractor caético A. Se Ay < 0
as oscilacoes sincrénicas sao transversalmente estdveis e se Ay > 0 as oscilagoes sincréni-
cas sdo transversalmente instdveis. Quando as oscilagoes cadticas sao sincrénicas, o vector
préprio do expoente de Lyapunov Ay, designado por expoente de Lyapunov tangencial
(longitudinal), é tangente ao subespago simétrico x =y. Como tal o sinal de Ay deter-
mina o cardcter das oscilagoes atractor cadtico A no subespago simétrico. Se Ay < 0
as oscilagoes sao periddicas e se Ay > 0 as oscilagoes sao cadticas. Em resumo, a taxa
de crescimento de uma pequena diferenca ao longo das trajectdérias no atractor cadtico
A é medida pelo expoente de Lyapunov tangencial Ay e a evolugao de perturbagbes na
direccao perpendicular é caracterizada pelo expoente de Lyapunov transversal Ay.

Nas varidveis (1.21) o sistema ligado (1.19) é reescrito como
1
5 f(U,+V,)+£f(U,-V,),
1—-2p

2

Un+1 =

Vi1 = [f(Up+V,) — (U, — V)]

A linearizacao deste sistema préximo do estado sincrénico U,, onde a varidvel V, &
pequena, conduz a transformacoes lineares para pequenas perturbacoes de U,, e V,, dadas

por
(1.22) Uni1 = [DEU)| U, e Vi = (1—20) [DE(U,)] Vi,

onde a matriz Jacobiana Df(U, ) é calculada em U,,. Visto que na aproximacao linear
as perturbacoes de U, e V,, nao interagem, as perturbacoes podem ser consideradas

separadamente. Para V,, = 0, A\y nao é mais do que o expoente de Lyapunov A\ para a
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transformagao desligada,

1
Au =\ =lim — > In|Df(U,)],
i=1
e, para oscilagoes sincronizadas, o expoente de Lyapunov transversal Ay pode ser escrito

em termos de A como
(1.23) Av =A+1n|l—2p|.

Segue de (1.23) que Av < Ay. Tem-se Ay < 0 para quaisquer oscilagoes sincronizadas reg-
ulares enquanto, no caso de oscilagoes cadticas, Ay pode ser negativo ou positivo conforme
o valor de p tomado.

Dado que Ay depende de A pela relagao (1.23) ¢é obtido com base no expoente

9 psync
de Lyapunov do sistema cadtico desligado. A fronteira de estabilidade assimptotica do
estado sincrénico pode ser deduzida de imediato: o estado sincrénico é assimptéticamente

estavel se Ay < 0 e instdvel se Ay > 0. Assim, a variacao de estabilidade assimptética é

dada por
1 —exp(—A) 1+ exp(—A)
2 SP< 2 :
e o limiar de sincronizacao, definido por Ay =0, é In ‘1 — 2,08ync‘ = —), o que implica
1 —exp(—=A)
Psync = f

Andlise de estabilidade global do estado sincrénico. Seja m = 1. A estabilidade
assimptdética global de um ponto fixo fica garantida se estd definida, numa vizinhanga desse
ponto, uma funcgao definida positiva cuja derivada é semi-definida negativa. Para obter
condicoes para a estabilidade assimptdtica global do estado sincrénico x = y, define-se a
funcao de Lyapunov por
L(z,y) = (z—y)*.

A igualdade L (x,y) = 0 apenas ¢ valida quando os sistemas estao totalmente sincroniza-
dos. Para a estabilidade global assimptética do estado sincrénico, a fungdo de Lyapunov

deverd satisfazer a condicao
Ln+1

Ly,

na regiao de estabilidade. Para o esquema de ligagao (1.19), a funcao de Lyapunov é dada

<1

por
Lyy1 = (41 — yn+1>2 =(1- 2,0>2 [f(2n) — f(ynﬂ?v
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e, usando a expansao de Taylor de f(x,) em torno de y,, obtem-se

Ln In — Yn 2
S = (1= 20 | f () + 7 () T+ O (= )’

Se a expressao no paréntesis recto no lado direito da equacao ¢ limitada entao existem valo-
res de p em torno de 1/2 para os quais o estado sincronizado é global e assimptoticamente

estdvel.

Transicao de sincronizagao do ponto de vista topolégico. Ao variar a forca de
ligagao é possivel identificar um nimero de diferentes estados caracterizados por diferentes
graus de correlagao entre os sistemas S7 e Sy. Para visualizar a sincronizagao dos sistemas
S1 e Sy traca-se y, versus X, em cada iteragdo, para determinado valor do pardmetro
de ligacao p, e verifica-se se os pontos (Xy,y,,) se situam no hiperplano M definido por
X=y.

A transicao de sincronizagao observada em gréficos obtidos com diferentes valores de p,
ou seja, a transicao de um atractor totalmente sincrénico simétrico situado no hiperplano
M para um conjunto assimétrico® ocupando uma vizinhanca desse hiperplano, pode ser
discutida do ponto de vista topoldgico em termos da teoria de bifurcagao, conforme os
artigos de Maistrenko et al. ([43],[44]). Dado que cada trajectéria cadtica de um sistema
dindmico é estruturada sobre um conjunto infinito denso de drbitas peridédicas instdveis, é
conveniente considerd-las no estudo da transicao de sincronizagao para, quando possivel,

aplicar os resultados de teoria de bifurcacao a drbitas periddicas.

Dado o estado totalmente sincrénico simétrico x,, = y, para p ~ 1/2, analise-se a
perda de simetria quando p decresce.

Se a transformacao f tem um ponto fixo x* entao, para todo o p, existe uma solucao
ponto fixo sincrénica x, =y, = x*. A estabilidade de x* pode ser determinada com base

nas equagoes lineares em (1.22) através dos valores préprios
(1.24) Ay =Df(x*) e Ay =(1-2p)Df(x")

correspondentes as perturbagoes das varidveis U e V definidas por (1.21). Sendo f caética,
o valor préprio Ay pertence ao exterior do circunferéncia unitdria S do plano complexo e

a direccao U é instdvel. A direccao transversal V é assimptoticamente estdvel se

(1 —2p) D (x")[ <1

3Neste contexto, assimétrico significa que &, # yn, pois a distribuicio de probabilidade no plano (z,v)
pode permanecer simétrica.



69

e instdvel no caso contrédrio. Como tal, ocorre bifurcagao transversal em pg,,,. (x*) deter-
minada pela condicao

(1.25) pame (") = 5 (1= 1DF ().

Para p > pg,,.(x*), o ponto fixo ¢ instdvel na direcao tangencial de U e assimptoti-
camente estdvel na direccio transversal de V e, para p < pg,.(X*), a instabilidade
transversal resulta no aparecimento de novas dérbitas.

O conhecimento dessas érbitas resulta do tipo de bifurcagao transversal determinado
pelo valor préprio Ay: se Ay = 1 ocorre uma bifurcacdo fold e se Ay = —1 ocorre uma
bifurcacao duplicacdo do periodo. Se estas bifurcacoes transversais sdo supercriticas, o que
nao pode ser decidido da teoria linear pois depende da nao-linearidade da transformacéao
f, surge um par de pontos fixos simétricos no caso de bifurcagdo fold ou uma érbita de
periodo 2 no caso de bifurcacdo duplicacdo do periodo. Estes novos pontos periédicos, o
par de pontos fixos ou o ciclo, sdo estdveis na direcgao tranversal de V em redor do estado
sincrénico x =y mas instdveis na direccao tangencial de U por influéncia do ponto fixo

simétrico.

Considere a generalizagdo para o caso das érbitas periddicas de f. Se Ay = 1 uma
6rbita de periodo N simétrica x} =y de f bifurca num par de 6rbitas simétricas em fold
e, se Ay = —1, bifurca numa ¢rbita de periodo 2N em duplicacdao do periodo. O ponto
de bifurcagao é determinado pela generalizagao de (1.24): para uma 6rbita de periodo N

o valor préprio é o produto de valores préprios locais

N
Ay = (1-2p)" [ DF (x})

n=1

e, como generalizacao de (1.25), tem-se

] N —-1/N
n=1

Tipicamente, os valores proprios para diferentes érbitas periédicas sao diferentes, logo

existe uma regiao de bifurcagao

] psync,mina psync,max [

onde diferentes érbitas periddicas se tornam transversalmente instaveis. Assim, a transicio
para o atractor cadtico sincrénico A exige a analise pormenorizada de um intervalo de

parametros com vista a delinear diferentes niveis de sincronizacao.
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1.2.2 Generalizacoes da nocao de sincronizagao idéntica

Antes de definir formalmente outros regimes de sincronizacao, pode tentar-se uma
generalizacao da ligacao (1.19) apresentada na Subsecgao anterior para sistemas idénticos.
Suponha que duas transformagoes nao-idénticas f (x;a) e f (y;b), mas apenas com ligeiros

desajustes paramétricos, sao bidireccionalmente ligadas pelo operador linear

)
p l—p
Em vez de (1.19), obtem-se o sistema ligado nao simétrico
{ Xnt1 = (1 = p) f(x,;a) + pf(y,; )
Ynt1 = pf(x,;a) + (1= p) £(y,; b)

que, nas varidveis (1.21), d4 lugar ao sistema equivalente

1

1-2p
2

O estado simétrico V,, = 0 jd nao é uma solucao deste sistema mas, para um de-

(1.27)

sajuste paramétrico entre as transformacoes que seja pequeno, é esperado que V,, seja

pequeno. Além disso, negligenciando o efeito de pequenas perturbagoes da varidavel U, e

considerando apenas a segunda equagao de (1.27), obtem-se a equagao linearizada

1-2p
2

(1.28) Vi1 = (Df(U,;a)+Df(U, ;b)) V,, +£(U,;a) — f(U,;b)]

para pequenas perturbagoes de V,,. A principal diferenca relativamente & expressao (1.22)
do caso simétrico ¢ a presenca do termo nao-homogéneo f(U, ;a) —f(U,;b). Ele é propor-
cional ao desajuste paramétrico, e pode assumir-se que é de ordem f(U, ;a)—f(U, ;b) < 1.
Se a diferenca V,, entre os estados dos sistemas é maior do que f(U,;a) — f(U,;b), este
termo nao-homogéneo nao é importante. No entanto, se a diferenca V,, é de ordem
f(U,;a) —£(U,;b), o termo nao-homogéneo actua como uma forca casual que impede V,,
de se tornar inferior a f(U,;a) — £f(U,;b). Para a dindmica de V,, sujeita a esta forca,

existe entao uma limitacao de tipo
[Va| = In[f(U,;a) — £(U,; )|
e a dinamica de V,, tem lugar na regiao onde

Vol > In|£(U,3a) — £(U,;: )],
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mesmo para Ay < 0. Existem, portanto, explosces de V, no estado sincrénico mesmo
quando o expoente de Lyapunov transversal é negativo, mostrando que o estado caético sin-
crénico é extremamente sensivel a perturbagdes (mesmo um pequeno desajuste paramétrico
pode resultar em grandes explosdes). Verifica-se assim que a nao existéncia de simetria no
sistema ligado, resultante da nao identidade entre os sistemas, dificulta a obtencao de um

estado sincrénico estdvel.

Sincronizagao generalizada. Considere o sistema unidireccionalmente ligado

Yn+1 = & (Xn, Yn; P)
para difeomorfismos f : X CR™ — X eg:Y C R' - Y, onde X e Y sio conjuntos
compactos, e o vector de pardmetros p caracteriza a forca de interaccao entre os sistemas

transporte e resposta.

Definigao 1.2.2 Os sistemas em (1.29) dizem-se em sincronizagdo generalizada se existe
uma transformagido H : X — Y entre os espagos de fase e uma variedade invariante
definida por

M={(xy):y=H(x)}

que contenha pelo menos um atractor cadtico de Milnor. A transformacao H diz-se a

funcdo de sincronizagdo generalizada e M diz-se a variedade de sincronizacdo.

Em particular, quando os sistemas sao idénticos e o hiperplano

M={(xy):y =x}

do sistema ligado é invariante pela dinamica, a funcdo H é simplesmente a identidade e
tem-se sincronizagao idéntica.

Por vezes é mais conveniente estabelecer uma relagao entre y,y1 e x,, escrevendo
Yntl = H (x5,), dado que estas duas varidveis estao directamente relacionadas pela equagao
que caracteriza o sistema resposta. Se a transformacgao f que define o sistema transporte
é invertivel entao esta relacao é equivalente & definicao anterior.

Quando p = 0, o sistema resposta evolui independentemente do transporte, e é assum-

ido que ambos os sistemas sao cadticos.

A Definicdo 1.2.2 permite uma descri¢ao natural de condigoes suficientes que assegurem

a estabilidade do estado sincrénico.
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Definigao 1.2.3 O sistema ligado (1.29) é assimptoticamente estdvel se, para quaisquer
condigoes iniciais (Xo,y0) , (X0,¥0) € X XY, as quais partilham o mesmo estado transporte

micial Xg, se tem

lim ||yy (X0, ¥0; P) — ¥n (X0, ¥0; P)|| = 0,

n—oo

onde yy, (X0,yo0; p) (respectivamente, y, (Xo,¥o0;p)) é a coordenada y da n-ésima iterada

de (x0,¥0) (respectivamente, (xo,¥0)) sob a dindmica de (1.29).

Assim, o sistema ligado (1.29) é assimptoticamente estavel se duas réplicas do sistema
resposta sincronizam quando sujeitas ao mesmo sinal condutor.

Conforme provado por Kocarev e Parlitz [36], a estabilidade assimptética e a sincro-
nia generalizada sao equivalentes sempre que o sistema transporte é invertivel e tem um
atractor compacto. Contudo, Barreto et al. [10] mostraram que é possivel ter estabilidade
assimptoética em sistemas nao-invertiveis, nos quais graph(H) nao é sequer o gréfico de
uma transformacao univoca.

Para assegurar que a sincronizagao persista sob perturbagoes do sistema (1.29), a taxa
pela qual trajectérias sao atraidas na direcgao da variedade M deve ser maior do que as
taxas de contracgao ou expansao dentro dessa variedade. Tal como em sincronizacao idén-
tica, a estabilidade da variedade M pode ser determinada pela negatividade dos expoentes
de Lyapunov condicionados [70], pelo uso de fungoes de Lyapunov [36] ou pelo estudo dos

valores préprios [12].

Sincronizagao de fase. Uma generalizagao importante da nogao de sincronizagao idén-
tica ¢ o fenémeno de sincronizacgio de fase ([73],[87],[65],[57]). E um tipo mais fraco de
comportamento sincrénico definido como o aparecimento de uma certa relagao funcional
entre as fases dos sistemas enquanto as suas amplitudes podem permanecer fracamente

correlacionadas ou mesmo nao-correlacionadas.

Definicao 1.2.4 Dois sistemas ligados dizem-se sincronizados in-phase se, para inteiros
n e m arbitririos, a diferenca entre as fases ¢, e ¢y dos sistemas é limitada por uma

constante

|ng; — meqy| < const,

onde as fases sao funcoes de tempo monotonicamente crescente, escolhidas apropriada-

mente.
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Para investigar sincronizacao de fase em sistemas cadticos é necessdrio identificar uma
varidvel de fase bem-definida em cada sistema. Para um sistema cadtico, a evolugao da

fase depende da frequéncia média das oscilagoes w, assim como da sua amplitude A,
(1.30) ¢=H(w,A),

através de uma funcdo H que depende do sistema considerado. O fecho de um atractor
cadtico contém um nimero infinito de érbitas periédicas instaveis de periodos diferentes e
cada trajectéria tipica no atractor vagueia de uma érbita periédica instdvel para outra, nao
podendo ser correctamente definido o periodo. Assim, ndo existe uma maneira universal e
nao-ambigua para determinar a amplitude A e a fase ¢ de um sinal cadtico, e que se reduza
a usual para as 6rbitas periédicas mergulhadas no atractor cadtico. Este é o primeiro
obstéaculo quando tentamos estabelecer se dois sistemas cadticos estao sincronizados (em
fase), visto que a comparacao de fases é essencial para detectar e quantificar o estado
sincrénico.

A equagao de evolugao (1.30) pode ser generalizada a sistemas ligados. Sob certas
condicoes, pode ser obtida uma equacao de evolucao simplificada para a diferenca de fases
dos dois osciladores, essencial para entender qualitativamente a natureza da sincronizagao
de fase. Dado que as coordenadas ¢ e A sdo, por vezes, mais convenientes do que x e
y para descrever a dindmica do sistema, pode ser conveniente escrever as equacoes da
dindmica para cada um dos osciladores em termos das varidveis ¢, 5 e A 2.

O espectro de expoentes de Lyapunov tem uma mudanca quantitativa quando surge
sincronizagao de fase [73]. Se ambos os osciladores ndo estdo sincronizados por fase,
existem dois expoentes de Lyapunov nulos associados a fases individuais. Quando os dois
osciladores cadticos ligados atingem sincronizagao de fase, a diferenca de fase é limitada
por uma constante e um dos dois expoentes de Lyapunov nulos sofre uma transicdo para
valores negativos. Com aumento adicional da forga de ligacdo, um outro expoente de
Lyapunov sofre uma transicdo de valores positivos para negativos, e obtem-se também
uma forte correlacao das amplitudes. Quando o desajuste paramétrico entre os sistemas é
pequeno, este ponto de transicao estd préximo ao da sincronizacao idéntica em osciladores
idénticos ligados.

Tal como em sincronizagao generalizada, a deteccdo de sincronizacao de fase nao é
directa, especialmente em sistemas experimentais e naturais onde a unica informagao

acessivel pode ser uma série temporal nao-linear medida nos sistemas componentes.
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Capitulo 2

Sincronizacao de sistemas
dindmicos continuos

A sincronizacao de caos em tempo continuo foi experimentalmente descoberta em 1985
por Afraimovich et al. [4] em sistemas idénticos. Apesar dos muitos graus de liberdade en-
volvidos e da complexidade inerente a ligacao de sistemas cadticos, tem sido possivel obter
um considerdvel nimero de resultados analiticos, em especial para sistemas definidos pela

mesma lei de evolucao (embora podendo apresentar pequenos desajustes paramétricos).

Iniciamos este capftulo com uma seccao relativa & sincronizagao de sistemas cadticos
identicos. E abordada a ligacio por substitui¢do, o primeiro método de sincronizacio por
ligagao unidireccional que foi analiticamente formalizado. Seguem-se outros métodos em
ligagdo unidireccional: por decomposi¢do activo-passivo, por controle feedback negativo
e por decomposicao valor singular. Ainda na Seccdo 2.1 abordamos a ligagdo difusiva
linear bidireccional. Para este tdltimo mecanismo de ligagao expomos uma condigao de
sincronizacao que pode ser aplicada na estimagao do expoente de Lyapunov maximal em
sistemas nao-suaves. Descrevemos também, em termos do pardmetro de ligagao, as vérias
transicoes de estabilidade do atractor cadtico mergulhado na variedade de sincronizagao
considerando as bifurcagoes caracterizadas pelas equagoes do sistema ligado. A Seccao 2.2
é relativa a sincronizagao generalizada de sistemas dindmicos continuos nao-idénticos. Os
resultados obtidos ao longo deste trabalho para a sincronizagao em sistemas continuos sao

apresentados na Seccao 2.3.

Todas as abordagens numeéricas apresentadas usam os atractores caéticos de Lorenz ou
de Rossler como exemplos; uma das ligagoes estudadas usa também o atractor hipercaético

de Rossler.
75
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2.1 Sincronizagao idéntica

Seja X um subconjunto compacto de R” com m > 3. Considere os sistemas dindmicos
m~dimensionais idénticos 57 e Sy definidos em X pelas equagoes diferenciais ordindrias
auténomas nao-lineares 1; = f(uj;a) e iy = f(ug;a), respectivamente, onde a é um
vector de pardmetros reais de controle.

Sejam uy (0) e ug (0) condigoes iniciais para as quais, para certo valor de a, Sj e
Sy evoluem para um atractor cadtico A assimptoticamente estdvel. As solucoes uy (t) e
us (t) de cada um dos sistemas, partindo de u; (0) # uz (0) na bacia de atracgao B(A),
representam trajectérias independentes que evoluem em A apds um periodo de tempo
de movimento transitério. Esta evolugao é caracterizada por um expoente de Lyapunov
positivo.

Considere a diferenga e (t) = uz (t) —uy (t) entre érbitas préoximas. A evolucao de e (t)

é descrita pelas equagoes
(2.1) &(t) = 1z () — t (1) = F(uz (£)58) — £(ws (1) ).

Para uma pequena variacao de e (t), pode assumir-se que a distancia entre as trajec-

térias individuais dos sistemas 57 e Sy é dada pela equagao
le(t)]| = doe==",

onde dp > 0 é uma distancia inicial infinitamente pequena entre as trajectorias e Apax €
o valor do maior expoente de Lyapunov positivo, que caracteriza a direccao expansora do
espaco de fase.

Dada a relagdo uy (t) = e (t) + uy (t), o expoente de Lyapunov Apax que caracteriza a
evolugao de e (t), também caracteriza a evolugdo dos sistemas S; e S3. Por derivagao, é
valida a relagao

[6(8)]] = AmaxSoe™m"

logo, por (2.1), tem-se
I£ (s () s2) — £(us (8) s @)l] = Amaxdoe™™".

Esta equagdo é satisfeita para um certo tempo 7 & (1/Amax)In (|4] /do) apds o qual se

tornam relevantes os efeitos ndo-lineares dos sistemas S7 e Ss.

Definicao 2.1.1 Os sistemas dindmicos S1 e So dizem-se assimptoticamente sincroniza-
dos se é vilida a condicdo
li t) — ) =
Jim [l () a2 (1) =0,
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e dizem-se totalmente sincronizados se ||uy (t) —uz (t)|| = 0 para t > teync, com tsyne € R

designado por tempo de sincronizagao.

A condicdo de sincronizacao assimptética pode ser simplesmente escrita como

(2.2) Jim fle(t)]| =0
atraves da diferenca e(t), designada por varidvel erro de sincronizagao. O sistema dinamico
que descreve a evolugao de e (), o sistema transversal ou sistema erro, é caracterizado pela
equagao (2.1). Atendendo a (2.2), S; e Sz atingem sincronizagao assimptdética se o sistema
tranversal (2.1) tem um ponto de equilibrio assimptoticamente estavel em e (t) = 0.
Quando ocorre sincronizagao assimptética as trajectérias dos sistemas S; e Sz con-
vergem entre si no decurso do tempo. Como tal a evolucao dos sistemas em A, no espago
de fase 2m-dimensional, fica restringida a evolugao no atractor de um deles no espaco
de fase m-dimensional. Existe entdo, no espaco de fase 2m-dimensional de S; e S, uma

variedade invariante
M={(uj,up) € X x X | u; = up} C R*™

suave de dimensao m, a variedade de sincronizagao, na qual tem lugar a dindmica sin-
cronizada definida pelo estado caético sincrénico simétrico.

Tem sido mostrado por Pecora e Carroll [58], Fujisaka e Yamada ([90],[91]), Kapitaniak
[29], Pikovsky [62] e Ashwin et al. [7], para diferentes tipos de ligagdo, que é atingida
sincronizacao estavel quando o atractor caético A mergulhado na variedade m-dimensional
M é assimptoticamente estdvel no espaco de fase 2m-dimensional do sistema ligado, ou
seja, se a sincronizacio € atingida para todas as condigoes iniciais numa vizinhanca de A.

Até ao final deste capitulo, usamos simplesmente o termo sincronizacao para designar

sincronizacao assimptotica.

2.1.1 Diferentes tipos de ligagao unidireccional

Tém sido desenvolvidos vdrios mecanismos de ligagao unidireccional que conduzem
a sincronizacao idéntica. Segue-se a apresentacao de alguns deles e, para cada um, é
abordada na subsecg¢ao seguinte a estabilidade assimptdética da dindmica sincronizada na

variedade invariante M.
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Ligagao unidireccional por substituicao. Considere uma decomposigdo arbitrdria

u; = (x1,y;) da varidvel u; do sistema m-dimensional S; em dois subsistemas

(23) 5(1 :g(X17YI;a) A 5’1 :h(X17YI;a>7
nas variaveis x; = (u1,...,ux) € y1 = (Uk+1,--.,Un), respectivamente, para 1 < k < m.
Atendendo a que f(uj;a) = (f1(ug;a),..., fim (u1;a)), os campos vectoriais g e h sao

definidos pelas fun¢ées componentes do campo vectorial f como

g (u;a) = (fi (ugza),..., fr (u;a))

h(ui;a) = (fi1 (uiza), ..., fm (usa)).

Sao respectivamente tomadas nos subsistemas em (2.3) condigbes iniciais x; (0) e y; (0)
independentes.
Seja y2 = h(x1,y,;a) um subsistema idéntico a y1 = h(x1,y;;a) mas em que a

varidvel x; é substituida por uma correspondente xs,

xg=%X; e y2=h(x,ysa).
As equacgoes
(2.4) X1 =g(x1,y;;a) A y2=h(x1,ysa),

com y2 (0) # y1(0), constituem um novo sistema dinamico iz = f (ug;a) que partilha
uma parte das varidveis com o sistema w; = f (uj;a).

Pecora e Carroll [58] formalizaram deste modo uma ligacdo entre os sistemas (2.3) e
(2.4) através da varidvel x1, G2 = £y, .4, (u2;a) = £ (x1,y2;a), com obtengao do sistema

ligado
(2.5) X1 =g(x1,y;a) A y1=h(x,y;;a) A y2=h(x1,yy;a)

resultante de aumentar (2.3) com o subsistema ys = h(x1,y,;a). Neste mecanismo de
ligagdo unidireccional, designado por substituicdo completa (ou sincronizacao sistema-
subsistema), o sistema transporte (2.3) conduz o sistema resposta (2.4) através de x; =
g(x1,y1;a) que se diz o subsistema sinal condutor.

O sistema resposta (2.4) é uma réplica do transporte (2.3) excepto na varidvel xo que

lhe é enviada do transporte como x;. A varidvel x; é usada para conduzir o subsistema
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yv2 = h(x1,y,; a) daresposta (2.4) de modo que este atinja sincroniza¢ao com o subsistema
y1 = h(x1,y;;a) do transporte (2.3), enquanto a varidvel xs, evoluindo como x;, apenas
¢ introduzida para elevar a 2m a dimens@o do espago de fase do sistema ligado (2.5).

Claramente, o estado simétrico
x1=x2=x1(0) A y1=y2=y1(0)
¢ sempre uma solucao do sistema ligado (2.5).

Nesta configuragao de ligacao ndo existe um parametro a controlar a forca de ligagao.
Perante um sistema 01; = f (uj;a), apenas hé que averiguar se é possivel obter sincroniza-

¢ao idéntica para a decomposigao u; = (x1,y;) escolhida.

Em vez de substituir completamente uma das varidveis no sistema resposta pela sua
correspondente do sistema transporte, a substituicao pode ser feita de forma parcial con-
forme sugerido por Guemez e Matias [19]. Neste caso, uma varidvel do sistema resposta
dd lugar a sua correspondente do sistema transporte apenas em algumas das equagoes
da resposta. Em geral, os resultados de estabilidade em substituicao parcial diferem dos

obtidos em substituicao completa.

Ligacao unidireccional por decomposigao activo-passivo. No método de substi-
tuicao completa de Pecora e Carroll existe um nimero finito de possiveis decomposicoes
(2.3) do sistema m-dimensional Si, correspondente ao nimero m (m — 1) /2 de diferentes
subsistemas resposta y1 = h (x1,y;;a) a considerar.

Por simula¢ao numérica é facil escolher a decomposicao (2.3) conveniente. Contudo,
para evitar certas dificuldades em sistemas reais, Kocarev e Parlitz ([35],[56]) propuseram
uma ligagao unidireccional mais geral em que o sinal escalar transmitido do transporte
para a resposta é uma func¢ao das varidveis dindmicas do transporte e, por vezes, de um

sinal informacao.

E formalmente possivel reescrever o sistema dindmico S; definido por @; = f(u,;a)

como um sistema nao-auténomo
(2.6) X1 = g(xy,s(t); ),

para alguma funcao vectorial do tempo s(t), que possua certas propriedades de sincroniza-

¢ao. Se s ¢é definida por s(t) = h(x; (t)) entdo x; = u;. Para s dada através de uma
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equagao diferencial ordindria §(¢) = h(x; (t),s(t)), a dimensao de x; pode ser menor do
que a de uj.

O par de fungoes vectoriais g e h constituem uma decomposicao do campo vectorial
original f. A caracteristica principal desta decomposicio € que, para escolhas apropriadas

da funcao h, qualquer novo sistema
(2.7) X2 = g(x,,8(1); a)

sincroniza com o sistema inicial (2.6). A ligagao entre os dois sistemas ¢ efectuada através
da fungao s(t), designada por sinal condutor, que depende do vector estado x; e é a
mesma em ambos os sistemas. O sistema transporte nado-auténomo (2.6) definido por g
é um sistema passivo enquanto a componente descrita por h é uma componente activa.
Como tal a decomposicao dada por g e h é designada por decomposi¢ao activo-passivo do

sistema transporte i; = f(uy;a).

O potencial aplicativo deste mecanismo de ligacao é reforcado por, em muitos casos, a
funcgao s(t) ser bastante geral. Em particular, além de depender de x1, ela pode depender

também de algum sinal informacao i(t),

s(t) =h(x1 (t),i(t) ou $(t)=hxi(t),s(t),it)).

Neste caso a decomposicao activo-passivo pode ser usada em esquemas de comunicagao
onde s(t) = h(x; (t),i(t)) € o sinal transmitido e recebido. Quando ocorre sincronizagao
idéntica, o sinal informacao i (¢) pode ser recuperado sem erro a partir da equagao s(t) =

h(x; (t),i(t)) = h(x2 (t),(t)) sempre que esta tenha uma solu¢ao unica para i(t).

Segundo Parlitz et al. [55], a ligagdo por decomposi¢ao activo-passivo estd bastante
relacionada com a abordagem de Pyragas [69] em controle de caos. Em vez de decompor
um dado sistema cadtico, pode partir-se de um sistema linear estdvel X; = A -x; ao qual é
adicionada uma fungao nao-linear s = h(x;) apropriada tal que o sistema X; = A -x; +s
seja cadtico. Neste caso, o erro de sincronizagao é dado pelo sistema linear estdvel € = A-e,

e ocorre sincronizagao para todas as condicoes iniciais e sinais s arbitrérios.

Ligagao unidireccional por controle feedback negativo. Ainda numa configuragao
unidireccional, é possivel abordar a sincronizagao de sistemas cadticos de um ponto de
vista mais geral, que inclui a substituicao como caso particular. O método de Pecora e

Carroll é funcional na obtencgao de sincronizagao estdvel, mas requer a decomposi¢cao do
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sistema original em dois subsistemas estdveis. No entanto uma trajectéria cadtica de um
sistema pode sincronizar com uma trajectoéria cadtica de um sistema idéntico, partindo de
condicoes iniciais diferentes, sem decompor o sistema original desse modo.

Considere a ligacao unidireccional de S; e Sy através do termo p(ug — uy),
(2.8) u =f(u;a) A G =f(ug;a)+ p(uz —uy),

em que p = (py,Pgs .- P) € O vector parametro de ligagao, com p; > 0 para todo i =
1,...,m. A ligagdo em (2.8) ¢é designada por controle feedback negativo através do termo
amortecedor linear p(uz — uy).

Segundo Parlitz et al. [54], se A & o tinico atractor cadtico assimptoticamente estavel
dos sistemas S7 e Sy, entdo é possivel encontrar valores de p para os quais ocorre sin-
cronizacdo para todas as condigoes iniciais numa vizinhanga de A, ou seja, sincronizacio
estavel. Contudo quando as equacgoes que definem Sy e So descrevem um sistema quase-
hiperbdlico, com pelo menos dois atractores co-existentes, a ligagdo em (2.8) nao resulta
imediatamente no estado sincrénico u; = us e os m gréaficos que representam as diferencas

entre as m coordenadas correspondentes de u; e us nao constituem linhas rectas.

Sejam uy = (u1, u2,...,um) € X e ug = (uf,uh,...,u,,) € X as varidveis dos sistemas
Sy e Sa, respectivamente, e condigoes iniciais que verificam uy (0) # ug (0). Seja escolhida
no sistema S; uma varidvel dinamica ug, para 1 < k < m. Supondo que ui(t) e a sua
correspondente uj (t) podem ser medidas, considere a expressao p (uy — u}), com p > 0.

A adicao de p (up — uj,) a um dos sistemas,

W) = faq1 (uf,ub, ... ul,),
(2.9) Uy, = fap (U, g, Up) +p (uk — )
u;n:f&m(u,lau,%'--au;n)

conduz a um caso particular da ligacdo em (2.8), a ligagao através de uma tinica varidvel
uk, que se diz a varidvel condutora. A expressao p (ux — u},) ¢ usada como um sinal de
controle (ou sinal perturbag@o) aplicado ao sistema Sy na forma de feedback negativo.
Uma caracteristica importante de p (ur — u},) € o facto de nao alterar a solucao de Ss.
O parametro p, designado por forga de ligacao, é ajustdvel experimentalmente e mede a
intensidade da perturbacao.

A partir de condicoes iniciais distintas u; (0) e uz (0), os vectores estado de cada

um dos sistemas S; e (2.9) sdo iguais, para certo valor de p, ao fim de um certo tempo
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tsyne- Quando ¢é atingida a sincronizagao o sinal de controle torna-se 0 e os sistemas 57 e
(2.9) tornam-se praticamente desligados, mas fica estabelecido o estado caético sincrénico

simétrico u; = us.

Uma variante desta ligagao é o controle feedback negativo deslocado. Neste mecanismo
de ligacao, apds escolher a variavel condutora uy, o sinal de controle p (uj, — uy) € aplicado
ao sistema Sy numa equagdo que nao é a k-ésima. Assim, para 1 < j, k < m, o sistema

resposta é agora dado por

W) = fax (Ui, g, up,)
U; = faj (Uy,uy, ... up) +p(up —up) paraj # k.
u;n = fam (uf,uh, ... ul)
2.1.2 Estabilidade do sistema ligado em ligagao unidireccional

Neste estudo ha que distinguir entre a estabilidade por perturbagoes tangentes ou
transversais a variedade de sincroniza¢ao M. Conforme afirmado por Pecora et al. [61], M
é atractora para a dinamica do sistema ligado se a diferenca e (t) entre as varidveis u; e uy
se anula no decurso do tempo e se o limite (2.2) é satisfeito para todas as condigdes iniciais
numa vizinhanga do ponto de equilibrio e (t) = 0. Como o sistema (2.1) que caracteriza
a varidvel e (t) caracteriza a dindmica na direcgao transversal a M, hd que determinar se
pequenas perturbagoOes transversais a M sao reduzidas ou ampliadas pela evolucao de S e
S5. Se sao reduzidas entao M diz-se transversalmente estavel e o estado cadtico sincrénico
u; = u é estdvel. Dado que o regime de oscilagoes cadticas idénticas é estdvel quando as
trajectodrias sincronizadas sao assimptoticamente estdveis por perturbagoes transversais a

M, a estabilidade da sincronizacio é referida como estabilidade transversal.

Em ligacdo unidireccional por substituicdo, a condicao necessdria e suficiente para

sincronizacao estdvel é que o subsistema resposta

y2 = h(X17YQ;a)

seja assimptoticamente estavel. A possibilidade de encontrar um subsistema estavel resulta
de sistemas cadticos possuirem algumas direcgoes estdveis no espaco de fase e de, por
vezes, essa estabilidade assimptética estar associada a varidveis particulares ou a grupos de
varidveis. Na hip6tese de que tal acontega, a varidvel dindmica y, do sistema resposta (2.4)

converge para a sua correspondente y; no transporte (2.3) e permanecem em sincronizagao.
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Para definir qual o subsistema y; = h(x1,y;;a) assimptoticamente estdvel a ser es-
colhido na decomposigao (2.3) do sistema transporte, é necessdrio averiguar acerca da
estabilidade assimptética das oscilagoes cadticas sincronizadas ocorridas na variedade in-

variante

M={(y1,y1) |y1 € X} C R>™,

Em concreto, hd que estudar o comportamento do sistema ligado (2.5) a perturbagoes
transversais a M, as que actuam na varidvel yo da resposta (2.4).

Dado o erro de sincronizagao e (t) = y2 (t) — y1 (t), o limite de |le (¢)|| é nulo quando
o sistema ligado (2.5) evolui. Para estudar a dindmica de e (t), subtrai-se (2.3) de (2.4)

obtendo-se o sistema transversal
é(t)=ya2(t) —y1 ().

Negligenciando os termos de ordem superior, a equagao linearizada para o sistema transver-

sal é dada por
(2.10) é(t) = Dy,h (x1 (1) ,y2 () ;a) -e(t),

onde Dy,h(x; (t),y5 (t);a) é a matriz Jacobiana do campo vectorial h relativamente a
varidvel y2. As equagoes diferenciais ordindrias em (2.10) definem a dindmica de pertur-
bagbes transversais a M e as suas solucoes indicam se as coordenadas de e (t) aumentam
ou diminuem no decurso do tempo.

Os trés critérios mais usados para o estudo da estabilidade transversal da sincronizacao

sao:
(i) Critério baseado nos valores proprios A1, ..., Apm—r da matriz Jacobiana
Dy,h (x1 () ,y2(t);a)

correspondente ao fluro sobre a wvariedade de sincronizagao M, sugerido por Fu-
jisaka e Yamada ([90],/91]). Este critério exige que o maior valor préprio da matriz
Dy,h (x1(t),y,(t);a) seja negativo para o comeco de sincronizagao estdvel. No
caso de Dy,h(x; (t),y5 (£);a) ser constante sobre o atractor A (i.e., se a resposta
for linear) o cédlculo dos valores préprios é mais simples e é, entao, imediato concluir

acerca da obtencao de sincronizacao estédvel;

(i) Critério baseado na construgdo e estudo de uma fungio de Lyapunov L (e (t)) apropri-
ada (método directo de Lyapunov) para o campo vectorial de perturbagées transver-

sais a M, desenvolvido por He e Vaidya [20]. Ha que determinar uma fungao L
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que, numa vizinhanca de M, seja definida positiva excepto em M, onde é nula,
L(e(t)) > 0e L(0) =0, e cuja derivada seja semi-definida negativa, L (e (t)) < 0,
e nula em M. Se for possivel a construcao de L para uma escolha particular do
subsistema yo = h (x1,y9;a), entdo este é assimptoticamente globalmente estdvel e

M é transversalmente estdvel;

(iii) Critério baseado na estimagao dos expoentes de Lyapunov que indicam se pequenas
perturbagoes tranversais e; (t), para 1 < i < m, diminuem ou ndo, desenvolvido
por Pecora e Carroll [58]. Este critério ¢ bastante directo e pode ser facilmente
utilizado mesmo em sistemas onde os outros critérios nao sao aplicdveis. Em geral,
na decomposicdo (2.3) do sistema transporte, o subsistema sinal condutor %X; =
g(x1,y;;a) é escolhido de modo a corresponder aos expoentes de Lyapunov positivos.
Assumindo que existem k # 0 expoentes de Lyapunov positivos, existem (m — k)
expoentes de Lyapunov negativos correspondentes a y; = h (x1,y;;a) para um total
de m expoentes de Lyapunov do sistema transporte (2.3). A condigdo minimal para
estabilidade assimptética é que todos os expoentes de Lyapunov (transversais) do
sistema transversal definido por (2.10) sejam negativos. Isto é equivalente a exigir
que y2 = h(x1,ys;a) tenha todos os expoentes negativos. Assim os subsistemas
y1 = h(x1,y;;a) e y2 = h(x3,y9;a) apenas sincronizam de forma estavel se os

(m — k) expoentes de Lyapunov de y; = h(x1,y;;a) sdo negativos.

Nota-se que os expoentes de Lyapunov transversais relativos a equagao linearizada
(2.10) dependem das varidveis dinamicas do subsistema sinal condutor X1 = g(x1,y;;a),
sendo por isso designados por Pecora e Carroll [59] por expoentes de Lyapunov condi-
cionados. Em geral os sinais destes expoentes nao sao imediatos a partir das equacgoes

do movimento e variam com os valores paramétricos tomados. No entanto, se o maior
il

max> 0 expoente de Lyapunov condicionado maximal,

expoente de Lyapunov transversal A
for negativo entao fica garantida a estabilidade do estado sincrénico y; = yo.

De Sousa Vieira et al. [83] e Kapitaniak e Chua [30] mostraram que a fronteira entre
sincronizacao e nao-sincronizagao estd estritamente relacionada com a transicao de com-
portamento cadtico para hipercadtico, sendo este ltimo caracterizado pela existéncia de

pelo menos dois expoentes de Lyapunov positivos.

Em ligagao unidireccional por decomposigao activo-passivo, o sistema passivo (2.6) e a

sua réplica (2.7), conduzidos pela mesma componente activa h, evoluem para sincronizagao
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idéntica estdvel se o sistema transversal
é(t) = g(xy,s(t);a) — g(x;,s(t);a) = g(x; +e,s(t);a) — g(x,s(t);a)

descrevendo a evolucao do erro de sincronizagao e = X —x3 possui um ponto de equilibrio
estdvel em e = 0. Sempre que aplicéveis, isto pode ser provado pelos critérios (i) e/ou

(iii) usando a equagao linearizada

é(t) = Dx,g(x; (t),s(t);a) - e(t),

onde Dy, g(x1 (t),s(t);a) ¢ a matriz Jacobiana da funcao vectorial g relativamente a va-

ridvel x3, ou pelo método directo de Lyapunov.

Na ligacdo unidireccional por controle feedback negativo (2.9), poe-se a questao de
determinar para qual das varidveis condutoras ug, 1 < k < m, e valor da forca de ligagdo
p a sincronizagao é estdvel. Sempre que aplicdveis, os critérios (i)-(iii) permitem esse

estudo a partir da equacao linearizada
é(t)=Df (uy(t);a)- e(t),

onde Df (u; (t);a) é a matriz Jacobiana de f calculada em e = 0. Dado que a equagao
linearizada depende de p > 0, a forga de ligacdo p afecta a estabilidade assimptética do
estado sincrénico u; = us.

Esta ligacao é ambiciosa na medida em que é pretendido alcangar sincronizacao por
perturbacao através de uma tnica varidvel. Na verdade, o recurso a uma sé varidvel
u, como condutora nem sempre resulta em sincronizacao estdvel. Esta apenas ocorre se
o nimero de expoentes de Lyapunov positivos do sistema ligado é igual ao nimero de
expoentes de Lyapunov positivos do sistema transporte Si, o que equivale a considerar
ur como um subsistema assimptoticamente estdavel. Quando esta condicdo é satisfeita
o sistema ligado, formado por S; e (2.9), evolui na variedade onde evoluem os sistemas
cadticos S e S9 obtendo-se sincronizagao.

Se o sistema ligado possui mais expoentes de Lyapunov do que os sistemas originais S; e
Ss é ainda possivel tentar evitar comportamento hipercadtico alterando a variagao da forga
de ligacao p ou envolvendo mais varidveis condutoras no controle por feedback negativo.
Por um lado a for¢a de ligagao p pode ser escolhida de modo a ser obtido um tempo
de sincronizagao tsyne. pequeno, mas nao demasiado elevada para evitar comportamento

hipercaético. Por outro lado o intervalo de valores de p para os quais ocorre sincronizagao
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pode ser aumentado se sao interligadas simultaneamente vérias varidveis dos sistemas, ou

seja, se o nimero de varidveis condutoras u; aumenta. Para tal é considerada a ligagao
u = f(ul;a) A Uy = f(ug;a) + pC (UQ — u1)

por adigao do termo amortecedor pC (ug — 1) ao sistema resposta que verifica pC (0) = 0.
No termo amortecedor, usado como factor inibidor na separacao de trajectérias, C é a
matriz de ligacao que determina a combinacao linear das coordenadas de u presentes na
diferenca us — uj e p é o parametro que controla a forca da ligacao.

Heagy et al. [21] provaram que se a matriz C permite que todas as varidveis estejam
correlacionadas entao existe um limiar de ligagao p,,,. acima do qual se obtem compor-
tamento sincronizado. No entanto, conforme Pecora et al. [60], a determinagao pratica de

Psync Pode ser dificil.

Ligagao unidireccional por decomposicao valor singular. Junge e Parlitz [27]

garantem um critério de estabilidade para a ligacao unidireccional da forma
u; :f(ul;a) VAN ﬁng(Ug;a)JrC(ul) -(ul—ug)

em que C (u;) é uma matriz de ligacao, ndo necessariamente constante, obtida pelo método
de decomposicao valor singular.
Para um avanco de tempo arbitrario At, a solucao do sistema transversal na varidvel

erro e = ug — Uy, caracterizado pela equacao linearizada
é(t)=Df (uy(t);a)-e(t),

pode ser aproximada por e (At) = [I + AtDf] - ep, onde e ¢ a diferenca inicial entre as
trajectorias e I denota a matriz identidade de ordem m. Através da decomposicao valor
singular

I+AtDf=U-W. VT

da matriz I + AtDf, sdo obtidos os seus valores singulares w; (At) dependentes de At.

Para eliminar esta dependéncia, considera-se o produto
(I+ AtDE)” - (I+ ALDf) = I+ At [(Df)T + Df} + A2 (DE)T - DE
e negligenciam-se os termos de ordem superior em At, donde

I+ At [(Df)T + Df] = I+ AtDf) - (14 AtDf) =V - W2.VT.
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Tem-se entdo (Df)Y + Df =V -D - VT com

1

D:diag(Al,...,Am):E

(W? -1),

em que os elementos diagonais A; sdo os valores préprios de (Df)T + Df. Os valores

singulares w; (At) sao entao dados pela expressao

Ww; (At) =V 1+ AtAz

Dado que ocorre contracgao com w; < 1 para as direcgoes onde A; < 0, a matriz C (uy) é

escolhida de modo que todos os valores préprios da matriz
(Df)" — '+ Df —C = (Df)" + Df — (CT + C)

sejam negativos. Este objectivo pode ser alcancado usando uma matriz simétrica C que
manipule todos os valores préprios A, ..., A;r ndo-negativos da matriz (Df)T + Df. A

escolha de uma matriz C tal que
Cl +C=2C =2V diag(c1,...,c,0,...,0)- VT

com ¢; > A;/2 para i =1,...,k, conduz a uma matriz (Df)T — CT + Df — C com valores

singulares negativos e resulta no termo de ligacao
k
(2.11) C(m—up) =Y ci[(ur,vi) — (ug,vi)] vi.
i=1

O termo de ligacao (2.11), ao ser expresso em termos dos vectores coluna v; da matriz
ortogonal V, com i = 1,...,k, correspondentes aos valores préprios A; de (Df )T + Df tais
que ¢; > A;/2, depende da matriz Jacobina Df do campo vectorial f ao longo da érbita.
Ao contrédrio dos mecanismos de ligagdo convencionais, baseados sobretudo em forcas
de ligagao globais, a ligagao estabelecida com o termo (2.11) suprime a divergéncia ex-
ponencial da dindmica do erro e = us — u; e explora completamente as propriedades de

contraccao do fluxo dos sistemas dados'.

2.1.3 Ligagao difusiva linear bidireccional

Segundo Fujisaka e Yamada ([90],[91]), uma maneira natural de introduzir uma ligagao

dissipativa entre os sistemas idénticos caéticos S e S é adicionar termos de ligagao lineares

!Esta abordagem, embora conceptualmente diferente, baseia-se na mesma ideia de métodos de controle
de caos sugeridos por Lai et al. [37].
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simétricos as expressoes que os definem. Este mecanismo de ligagao, designado por ligacao
difusiva linear, desempenha um papel central em controle de caos.

A ligacao difusiva linear dos sistemas S e So traduz-se no sistema ligado
(2.12) u = f(ul; a) +D; (UQ — 111) A g = f(ug;a) + Do (u1 — 112) ,

onde D; e D2 sdao matrizes diagonais de ligagao de ordem m com elementos diagonais p; ;
e pg; positivos ou nulos, respectivamente.

Se todos os pares (pu, 92,1‘) de elementos diagonais correspondentes sao nao-nulos, ou
sejase p;; # 0e/ou py; # 0 parai=1,...,m, aligagao diz-se total. Quando nas matrizes
diagonais Dy e Dy existem pares (,o_u, ,027Z~) de elementos diagonais correspondentes nulos,
ou seja py; =0 e py; =0 para algum 1 <4 < m, apenas ¢é efectuada uma ligacao parcial.

Neste caso a ligacao de uma ou mais equagoes do sistema ligado (2.12) nao é executada.

Estabilidade do sistema ligado. Em ligagao total a evolucao do erro de sincronizagao

e = ug — u; ¢é caracterizada pelo sistema transversal
e @) = [If(uz(t);a) — f(uy (t);a)|| — (di +d2) - |le ()],

onde d; + dz denota a soma dos elementos diagonais p; ; € py; das matrizes Dy e Da. A

distancia entre as trajectérias individuais dos sistemas S7 e Sy é dada pela equagao
le()]| = doem=",

onde Apax € o valor do maior expoente de Lyapunov positivo e §p > 0 é uma distancia

inicial infinitamente pequena entre as trajectérias. Por derivacao é obtida a relacao
£ (uz ()3 2) — £(us (£);a)|| = Amaxdoe’=*

e, atendendo a igualdade

dolle (t)]| = e A,

a equacao
1€ (&) = Amaxdoe ™" — (di + d2) - [le (1)

pode ser escrita como uma equacao diferencial ordindria de varidveis separadas cuja solucao

é

(2.13) le ()| = eoe/\maxte—(d1+d2)t _ eoe[>\mw—(d1-i—dz)}t7
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onde ey é diferenca inicial entre as trajectériasQ.

A partir de (2.13) pode concluir-se que o erro de sincronizagao e é consequéncia de duas
propriedades independentes. Por um lado, a divergéncia exponencial de trajectérias proxi-
mas com uma razao Amaxt proporcional ao expoente de Lyapunov positivo. Por outro lado,
a convergéncia exponencial resultante dos termos de ligagao D1 (ug — up) e Dy (u; — uy)
introduzidos, com uma razao — (dy + dg) t proporcional & soma dos coeficientes de ligacao.
Fazendo f(ug;a) = f(u;;a) = 0, o sistema transversal para a evolucao de e associada a

esta convergéncia toma a forma
&(t)=—(dy +dy)-e(t).

Enquanto a segunda propriedade actua em todo o espacgo de fase X, a primeira apenas
actua numa vizinhanca do estado cadtico sincrénico u; = us onde os efeitos lineares sao
dominantes. Como tal, o produto de ambos os factores exponenciais de (2.13) apenas tem
lugar préximo de M.

Por (2.13), ocorre a sincronizagao total no sistema ligado (2.12), no sentido da Defini¢ao

2.1.1, se for vilida a desigualdade
(2.14) d1 + d2 > Amax-

A condigao de sincronizagao total (2.14) mostra que existe uma dependéncia linear entre
o expoente de Lyapunov maximal dos sistemas e os elementos das matrizes diagonais D1

e Dy de ligagao entre eles.

O estudo de Stefanski em [84] mostra que as propriedades de divergéncia e convergéncia
exponencial em ligacao total permitem estimar o maior expoente de Lyapunov de qualquer
sistema dindmico cadtico. Esta possibilidade é especialmente 1itil em sistemas nao-suaves,

onde a estimagao de expoentes de Lyapunov nao ¢ directa [84].

A condicao de sincronizacao nao assegura um estado totalmente sincronizado quando
apenas é efectuada uma ligacao parcial. Na verdade, ndo sendo executada a ligagdo de
uma ou mais equagoes do sistema ligado (2.12), o efeito dos termos de ligagao D1 (ug — uy)

e Dy (u; — ug) pode nao ser tao regular na sincroniza¢ao como em ligacao total. Stefanski

?Pode ainda considerar-se f(us;a) = f(ur;a) = 0 em (2.12) de que resulta o sistema

u; = Dje A é2:—(D1—|—D2)e

cuja solucio é dada por ||e (t)| = ege™(41+42)t,
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e Kapitaniak [86] introduzem um coeficiente de ligacdo ¢ > 0 que permite considerar a
condi¢ao de sincronizagao dj +dz > (Amax que avalia o nivel de eficdcia da ligagao parcial.
Esta condi¢@o é uma generalizagao de (2.14), pois em ligacao total o valor de ( eleva-se a
1.

A determinagao analitica do coeficiente de ligacao ¢ (em ligacdo parcial) é dificil e
pode mesmo ser impossivel. Contudo, pode ser estimado no decurso de experimentacoes
numéricas de acordo com a relagdo ¢ = prin/Amax, onde p.;, denota o menor valor da
soma dy + dz de elementos diagonais p; ; € py; para os quais ocorre movimento sincrénico
estdvel. Em muitos sistemas o valor de ¢ é independente das condicOes iniciais tomadas
[86].

Caso particular I. Quando os elementos diagonais p, ; e py ; verificam p; ; = py; = p;,
a ligacdo proposta em (2.12) traduz-se no sistema ligado
{ ui:fi(ul,...,um;a)—i—pi(u;—ui) 1<i<m
i = fi (W, st @) +p (wg —ug) 7 T T T
A solugao cadtica sincrénica simétrica u; (t) = u, (t) = U (t) deste sistema, correspondente
ao estado sincrénico u; = ue, e o estudo da sua estabilidade a pequenas perturbagoes
transversais e; (t) = uj(t) — u;(t), para 1 <1i < m, requer a equagao linearizada

_Ofi
- 8.1']'

(2.15) él' (U (t)) ej — 2,0161'.

As solugoes do sistema transversal (2.15) aumentam exponencialmente quando ¢t —

+o00. Sendo m a dimensao deste sistema, existem m expoentes de Lyapunov transversais
1

max, determina a estabilidade de perturbagoes. Como as expressoes

e o maior deles, A

2p;ei em (2.15) dependem das coordenadas p; do vector de pardmetros p, o expoente

1
max

maximal A depende destas coordenadas e a condicdo A%, (p;) < 0 define a regido de

sincronizacao.

Caso particular II. Considere o caso particular em que os elementos diagonais tém

o mesmo valor py =---=p,, =p >0,
b= s . I

(2.16) {?‘; Jilws,coptmia) ¥ (G — )y
;= fi (Wy, .., upy;a) + p (ug — uj)

Para andlise da estabilidade transversal do estado sincrénico u; = us, considere novas
varidaveis

Ut) =5 w) +u(t)] e V()= wm(t)—u ()

N =
N =
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em (2.16). A varidvel V() descreve a evolugao transversal a variedade invariante M
enquanto, no limite de movimento nao-transversal, U(¢) descreve a evolugao em M. Com
esta mudanca de varidveis, o sistema ligado (2.16) pode ser reescrito como
U=_[f(U+V)+£f(U-V)
(2.17)

V=-[f(U+V)—f(U-V)] -2V

Nl = N

A anslise da estabilidade do subespaco transversal a M equivale a mostrar que o sis-
tema dindmico transversal na varidvel V(t) tem um ponto de equilibrio assimptoticamente
estdvel na origem. O espectro de expoentes de Lyapunov da equagao (2.17) pode ser di-
vidido em dois subconjuntos: Al dos expoentes de Lyapunov tangenciais, associados a
evolucao de U(t), que descreve a dinamica em M ou préximo dela, e A+ dos expoentes de
Lyapunov transversais que caracterizam a evolucao de pequenas perturbacoes transversais
a esta variedade. Pelo critério (iii), o atractor cadtico A é estdvel se todos os expoentes
de Lyapunov transversais sao negativos. Seja Df (U) a matriz Jacobiana correspondente
a linearizagao em torno do ponto de equilibrio u; (¢) = uz(t) = U (¢). Se o maior expoente
de Lyapunov transversal AL (p) correspondente a Df (U) é negativo, entdo qualquer

perturbacao transversal a M é amortecida e o estado sincrénico u; = ug é estédvel.

Se, além de V(t) — 0 quando t — 400, é ainda verificada a condigao

d
Vol _,
dt

entao tem-se um caso particular de sincronizacao, designado por sincronizagao monoténica.
No caso de ocorrer sincronizagao monotoénica para todos os valores iniciais na vizinhanga
de V(t) = 0, o atractor caético A diz-se assimptoticamente monotonicamente estével.
Sao apresentadas na Tabela 2.1, do ponto de vista topoldgico em termos do parametro
de ligacao p, as transigoes de estabilidade de A mergulhado em M considerando as bifur-

cagoes do sistema ligado.

Parametro p Atractor cadticoA
p < po sela cadtica repulsora
po < p<p” | com intermiténcia on-off (caos-hipercaos)
Pl <p<p com bacia localmente riddled
ol <p<yp assimptoticamente estdvel
p>p assimptoticamente monotonicamente estdvel

Tabela 2.1: Comportamento do atractor cadtico A em funcao de p.
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A fase de estabilidade assimptoética mais forte ocorre para p > p/ mas, se
N
p>p = 5 ()‘max (10)> ’

em que Al e (p) €& o expoente de Lyapunov tangencial maximal de A, é atingida sin-
cronizagao para todas as condigdes iniciais na vizinhanca de A [91]. Em p” ocorre uma
bifurcacdo em que A perde a sua estabilidade assimptética. Conforme evidenciado por
Alexander et al. [5], Sommerer e Ott [81] e Ott et al. [53], quando p < p” o atractor A é
estdvel mas pode existir uma distancia § > 0 de A tal que, para cada ponto u; € B(A),
qualquer bola arbitrariamente pequena centrada em u; contém um conjunto de pontos de
medida positiva cujas 6rbitas excedem ¢. Dada uma trajectéria tipica de (2.17), embora
todos os expoentes de Lyapunov transversais sejam negativos, existem ainda condic¢oes
iniciais (densas) em A para as quais um deles é positivo. Considerando valores de p ainda
menores, o sistema (2.17) sofre uma bifurcagdo blowout num determinado valor p” que
caracteriza a transi¢do de caos para hipercaos ([90],[62],[29],[58],[7]). Segundo Nusse e
Yorke [49], para p < p” existe uma vizinhanga W de A tal que o conjunto B(A) N W
contém A mas tem medida de Lebesgue nula. Uma trajectéria tipica gasta algum tempo

na vizinhanca de A mas explode ocasionalmente para longe dele. O expoente de Lyapunov

€1

max(P), € sempre positivo mas de baixo valor. No entanto as

transversal maximal de A, A
flutuagoes tempo finito podem permitir que todos os expoentes de Lyapunov transitérios
sejam negativos em alguns periodos de tempo em que a 6rbita é atraida para M. O
atractor cadtico A torna-se entao uma sela cadtica. Para p abaixo de um certo valor py,

AL (p) é suficientemente grande permitindo a evolugéo para um atractor distinto.

2.2 Sincronizacgao generalizada

Muitos dos resultados tedricos relativos a sincronizacao de sistemas cadticos sao obti-
dos no ambito de sistemas dinamicos estruturalmente equivalentes. E o caso de sistemas
idénticos ou que, ndo o sendo, apenas diferem por um desajuste paramétrico pequeno.

Para sistemas homocadticos 3 = f (ug; a;) e iz = f (ug; ag), isto é, sistemas dados pelo
mesmo conjunto de equagoes diferenciais ordindrias mas com diferentes valores no conjunto
de parametros, Kapitaniak et al. [31] admitem a possibilidade de obter sincronizagao

caracterizada pela condigao
lim |0 () — a2 (t)] <e,
t——4o00

onde € < 1 é uma constante real, que designam por sincronizacao prética.
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Embora esta possibilidade de sincronizacao tenha grande interesse aplicativo, no es-
tudo de sistemas reais é frequente a necessidade de averiguar o comportamento coerente
entre sistemas dindmicos claramente nao-idénticos, incluindo sistemas de diferentes dimen-
sbes. A pesquisa em sincronizacio de sistemas nao-idénticos, especialmente de diferentes

dimensoes, estd ainda numa fase inicial, com um nimero reduzido de resultados tedricos.

Sejam, para cada vector de parametros a e b, os campos vectoriais f (-;a) : X C Rl —
Rleg (vb) : Y C R™ — R™ continuos, com [, m > 3. Considere os sistemas dindmicos

auténomos S7 e So unidireccionalmente ligados
(2.18) u; = f(ul;a) A 0o :g(uQ,Cp (ul);b)

através de uma funcao vectorial C, (u1) : X C R — Y C R™, onde a dependéncia
do vector pardmetro de ligacdo p é explicitamente considerada. Quando p = 0, o sistema
resposta Sy evolui independentemente do transporte S7 e ambos os sistemas sdo assumidos
como caoticos.

Sejam ¢' (u1(0)) e " (u1(0),u2(0)) as solucdes dos sistemas S; e Sa, respectivamente,

para as condigdes iniciais ui(0) e (u1(0),uz2(0)).

Definigao 2.2.1 Os sistemas S1 e Sy dizem-se em sincronizagdo generalizada relativa-
mente a h se, para certa fungdo vectorial C,(u1) : X — Y, existe uma fungao vectorial
h: X — Y entre os espagos de fase X eY tal que

Jim [ (w1 (0),u5(0)) ~ (¢ (w1 (0))) | =0

e a variedade invariante M definida por
M={(u,h(m)) € X xY |u € X} CR xR™

contem pelo menos um atractor cadtico. A funcio h diz-se a funcdo de sincronizag¢do

generalizada e M a variedade de sincronizagao.

Define-se o erro de sincronizagao por e(t) = uz (t) —h (u; (¢)). O sistema dindmico na
varidvel e, designado por sistema transversal, é definido por

é=1y—h(uy) =1y — Dh(u))-f(ug;a)
sendo Dh (u;) a matriz Jacobiana de h. Segue da Defini¢ao 2.2.1 que o estudo da sin-
cronizagao generalizada em (2.18) equivale ao estudo da estabilidade assimptética do ponto

de equilibrio do sistema transversal na origem.
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Quando os sistemas S e S sdo idénticos e a diagonal
M={(x,x)|x€ X} c R¥

do sistema ligado (2.18) é invariante pela dinamica, a fungao h é simplesmente a identidade

em X e tem-se o caso particular de sincronizagao idéntica.

Existem diversas classes de sincronizacao generalizada baseadas nas propriedades da
fungao de sincronizagao h. Exigir que h seja continuamente diferencidvel permite tratar
muitos dos exemplos que surgem em aplicagoes.

Conforme mostraram Kocarev e Parlitz [36], se o sistema transporte S; é invertivel
e tem um atractor compacto, a sincronizacao generalizada no sistema ligado (2.18) é

equivalente & estabilidade assimptética do sistema resposta Ss. Tem-se entao
Jim {ug (£, 11(0), 1z (0) — w2 (£, u1(0), G2 (0))[| = 0,

para quaisquer condigoes iniciais (u;(0),uz (0)) e (ui(0), 02 (0)) do sistema ligado (2.18)
na bacia do atractor de sincronizacao. Para verificar a existéncia de sincronizagao general-
izada é usualmente utilizado o critério da negatividade do expoente de Lyapunov maximal
do sistema resposta [58].

Segundo Barreto et al. [10], existem ainda exemplos de sistemas transporte nao-

invertiveis para os quais é possivel obter estabilidade assimptética.

A relacado funcional uy (¢) = h(u; (¢)) ndo tem de ser necessitamente vélida em todo
o espago de fase X x Y do sistema ligado (2.18), mas apenas na variedade M. Dada a
relacao funcional, se o sistema resposta So € assimptoticamente estdvel o comportamento
do sistema ligado (2.18) em M apenas é controlado pelas oscilagoes do sistema transporte
S no espago de fase. Como tal um transporte comum pode conduzir/transportar multiplas

réplicas da resposta, conforme evidenciado por Abarbanel et al. [2].
2.2.1 Ligacgao unidireccional por controle feedback negativo
Considere a ligagdo em (2.8) para diferentes valores paramétricos a; e ag,
w =f(ug;a;) A 0y =f(ug;az) + p(ug — uy),

Considere ainda que a trajectéria do sistema 117 = f(u;;a;) estd num atractor caético A;
enquanto a trajectéria de vy = f(ug; a2) estd num atractor cadtico co-existente Ay. Para

alcancar sincronizacio hd que perturbar uma das trajectoérias, digamos a do atractor A,
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de modo a evoluir para a bacia de atraccao B (Asz). Sendo R(A;) a regiao do espago de
fase na qual evolui a trajectéria perturbada, a condigao necessdria para sincronizacao é

dada por
(2.19) R(A1) NB(Az) # 0.

Para satisfazer a relacao (2.19) pode ser necessdria uma forte perturbacgao dificil de realizar
na préatica. No entanto Kapitaniak et al. [32] discutiram a sincronizagdo e perda de
sincronizacao de sistemas quase-hiperbdlicos usando esta ligagdo com um feedback negativo
pequeno.

Mesmo que a relagao (2.19) nao seja inicialmente satisfeita, estes autores introduziram
um método simples que permite sincronizacao de trajectérias cadticas evoluindo em dife-
rentes atractores co-existentes A; e Ay que estejam préximos de um nico atractor cadtico
A. Assumindo que os valores paramétricos a; e as estdo préximos, considere em ambos
os sistemas 51 e Sz um valor paramétrico fixado a; (relativo a A;) que verifique (2.19).

Obtem-se comportamento caético sincronizado dos sistemas através da ligacao
u =1 (ul; a(t)) AN g =f (UQ; a(t)) + p(uQ - ul),
em que a(t) é a parametrizagao definida por

[ oa, tel0,74
a(t)_{ag, t> Ty ’

onde 75 € o tempo de sincronizacdo de S e Sy para o valor paramétrico a;. Esta definicao
de a(t) garante que, quando o estado sincrénico u; = uy é atingido (no atractor Aj;),
o parametro a é desviado para o valor as. A igualdade ui(75) = ua(7s) assegura as
mesmas condicoes iniciais para a evolucao transitéria na direccdo de um dos atractores
(co-existentes). Tem-se u;(t) = ug(t) para todo o t > 74 e é garantida a sincronizacao

num dos atractores.

2.2.2 Ligagao unidireccional por fungao de controle

Suponha que se pretende obter uma ligacao apropriada entre dois sistemas dinamicos
nao-idénticos t1; = f (uj;a) e 1z = g (ug; b) tendo uma determinada fungao de sincroniza-
¢ao generalizada h como objectivo.

Uma das possibilidades é determinar uma funcao de controle C (uj, uz) nas varidveis

dos sistemas de modo que a ligacao unidireccional

) =f(u;a) A Gz =g (uz;b) + C(u,uy)
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conduza a sincronizagao generalizada. Por outro lado, muitos sistemas, entre os quais o
sistema de Lorenz, o sistema de Rossler e o sistema hipercaético de Rossler, podem ser
escritos na forma

flg :A'u2+B(u2)

onde A é uma matriz constante e B (uz) é a parte nao-linear. Considere entdao o caso

particular do sistema ligado (2.18) na forma
(2.20) L8] :f(ul;a) A 1.].2:A'u2+B(u2)+C(u1,u2),

em que C (ug, uz) é uma funcdo de controle a determinar.

Na configuragao de ligagdo (2.20), é possivel obter explicitamente uma expressao da
funcao de controle C (uj,ug) para uma escolha arbitraria da funcdo de sincronizagao
generalizada h. Para a varidvel erro de sincronizacdo e = uy —h (u;), o sistema tranversal

é dado por
(2.21) &=1y —h(uw)=A- us+B(ug) + C(uy,uz) — Dh(w) - f (u;a)

onde Dh (uy) é a matriz Jacobiana de tipo [ X m da fungao h.
Considere o sistema transversal (2.21) escrito na forma &€ = (A — A’) - e, para certa

matriz constante A’ de ordem m. A resoluc¢ao da equacao

A -uy+B(uz) + C(u;,u2) — Dh(u) f (uj;a) = (A—A') -e
em ordem a C (uy,uy) conduz a

C(uj,uz) = (A—-A")-e—A-[e+h(u)]—B(uz) + Dh(u)-f (us;a).
Obtem-se entao a expressao de C (u,u2) como
(2.22) C(uj,up) = —A’-e—A-h(u;) — B(uz) + Dh(u;) - f (uy;a)
em termos da fungao de sincronizagdo generalizada h considerada.
Considere a funcéo de Lyapunov L(e (t)) = [e(t)]” - e(t). A derivada em ordem a t,
%(@ :@-e—l—efp-% —[(A-A) ¢  ete” (A-A)-e

admite a simplificacao

Le)=e" (A-A) ete’ (A-A) e=e" [(A-A) +A-A e
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Tem-se L (e) < 0 sempre que a matriz (A — A’)" + A — A’ seja definida negativa. Pelo
método directo de Lyapunov, o sistema tranversal (2.21) tem um ponto de equilibrio as-
simptoticamente estavel na origem. Conclui-se entdo que a fungao de controle C (uy, ug)
definida por (2.22) garante sincronizagdo generalizada no sistema ligado (2.20) relativa-
mente a fungao h se a matriz (A — A’)T + A — A’ for definida negativa.

A matriz A é tnica a partir das equacoes do sistema resposta e, para qualquer caso,
basta determinar uma matriz A’ de modo que A — A’ seja diagonal e com todos os
elementos diagonais negativos. A obtencdo de uma tal matriz A — A’ caracterizando

(2.21) garante que e — 0 quando ¢ — +o0.

2.3 Estudo de caso

2.3.1 Anadlise de sincronizagao no sistema nao-linear de Lorenz
Considere o sistema de Lorenz
t=0c(y—z) N yg=z(a—2)—y N Z=xy— Pz

nas varidveis dinamicas x,y, z € R e de parametros reais positivos o, a e 5. Este sistema
nao-linear de equagoes diferenciais ordindrias, em que o é o nimero de Prandtl, a é o
nimero de Rayleigh e 8 é um factor geométrico, descreve o fluxo de um fluido numa caixa
aquecida ao longo da base.

Em 1963, numa pesquisa que tinha como principal objectivo melhorar a previsao
climética, o meteorologista e matematico Edward Lorenz [42] introduziu este sistema como
um modelo aproximado do fluxo de fluidos da atmosfera. Verificou que, para uma ampla
variacao de pardmetros, as solugoes do sistema permanecem numa regiao limitada do es-
paco de fase mas oscilam de forma irregular e aperiédica. Lorenz detectou comportamento
dinamico pouco comum quando o = 10, @ = 28 e = 8/3. Iniciando simulagbes com-
putacionais a partir de condicGes iniciais ligeiramente diferentes, detectou a dependéncia
sensivel do sistema as condigoes iniciais, uma das principais propriedades do compor-
tamento cadtico. A Figura 2.1, apresenta o atractor cadtico de Lorenz para os valores
paramétricos referidos e as condigoes iniciais (zo, yo, 20) = (10, 20, 30).

Cada solucao ou é simétrica ou tem uma correspondente simétrica. Uma solucdo que
inicie no z-eixo permanece nele e tende para a origem. O sistema de Lorenz é dissipativo.
A propriedade de contraccao de volume impoe fortes limitagoes as possiveis solugoes do
sistema: impossibilita a existéncia de solucoes quaseperiédicas e de pontos de equilibrio

ou ¢rbitas fechadas repulsores.



98

Figura 2.1: Atractor caético de Lorenz

O sistema de Lorenz tem O = (0,0,0) como ponto de equilibrio para todos os valores
paramétricos. No que segue consideram-se fixados ¢ = 10 e = 8/3 e o parametro a a
variar.

Se a < 1 a origem é um ponto de equilibrio localmente estdvel, um nodo, pois todos
os valores préprios da matriz Jacobiana do sistema tém parte real negativa. Além disso,
a funcao de Lyapunov

L(z,y,z) = %xQ + %+ 22
permite concluir que a origem é globalmente estédvel.

Quando a = 1, um valor préprio torna-se positivo enquanto os restantes sao negativos.
Para o = 28 a origem tem uma variedade estavel W*(0,0,0) bidimensional e uma va-
riedade instavel W* (0,0, 0) unidimensional. Em simultaneo com a perda de estabilidade

da origem, surgem dois novos pontos de equilibrio simétricos

P = (i\/g (a—l),j:\/g (a—1),a—1>

indicando que esta sofre uma bifurcacao forquilha no ponto de bifurcagéo ag = 1.

Para valores de o > o9 préximos de oy, Py e P— sao localmente estdveis. Continuando
a aumentar o valor de «, as trajectérias aproximam-se de P, e P_ movimentando-se em

espiral em torno de cada um. Neste regime, a dindmica do sistema nao apresenta nem
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um atractor cadtico nem sequer transicdo para caos. Quando a ~ 13.96, a trajectoria
que se afasta da origem, ao longo da sua variedade instdvel, volta & origem. Ocorre a
ligagdo da variedade instdavel W* (0,0,0) com a variedade estdvel W* (0,0,0) formando
um arco homoclinico. Pela simetria, se um ramo forma um arco homoclinico para um
valor paramétrico entao o outro ramo também forma um arco homoclinico. A variedede
instavel W* (0,0,0) estd na variedade estavel W# (0,0, 0).

Conforme provado por Kaplan e Yorke [33], inicia-se o regime cadtico quando « atinge
o valor 13.96. No entanto, é ainda a transicao para caos pois P, e P_ continuam a ser os
tnicos atractores do sistema.

Esta transicdo para caos apenas deixa de ocorrer, dando lugar ao atractor cadtico
encontrado por Lorenz, quando o = 470/19 ~ 24.06 por existirem bifurcagdes associadas
aos pontos de equilibrio Py e P-_.

Este padrao repete-se para sempre com um nimero de voltas em torno de um equi-
librio antes de se desviar aparecendo variar de uma forma errdtica. Ao mesmo tempo, as
trajectdrias estao confinadas a um conjunto limitado de volume nulo, ainda conseguindo
mover-se nesse conjunto para sempre sem se intersectarem a si préoprias ou entre si. Deste
modo o atractor cadtico de Lorenz revela-se um conjunto limitado atractor de volume
nulo.

Para a maioria dos valores de « entre 28 e 313 existe comportamento caético mas tam-
bém existem pequenas janelas de comportamento periédico intercaladas. As trés maiores

janelas ocorrem para 99.524... < o < 100.795, 145 < o < 166 e o > 214 .4.

Caso L1. Sejam S7 e So dois sistemas de Lorenz idénticos e caéticos para os parametros
de controle 0 = 10, a = 28 e 8 = 2.(6). A ligacao unidireccional por substitui¢do completa,
transmitindo a componente x; como sinal condutor do transporte para a resposta, conduz

ao sistema ligado

i‘l =10 (y1 — :E‘l) To = I
U1 =28x1 —1121 — Y1 N Y2 =28x1 — 1120 — Y2
Z"l = T1Yy1 — 2.(6)21 Z"Q = ﬂyg — 2.(6)22

onde foi eliminada a equacao 1 = 10 (y; — x1) por ser superflua.

Considere a funcao

h(z1,12,22) = (f2, f3) (T1, Y2, 22) = (—2122 + 2871 — Y2, 212 — 2.(6)22) ,

que caracteriza o subsistema resposta (y2 (t),22(t)). A equacdo linearizada (2.10) que
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define o sistema transversal corresponde a

ey ey | | -1 —x ey

. ~D h- = .

{ e } (v2:22) [ e } [ z1 —2.(6) ] { e }’

para diferengas e, e e, suficientemente pequenas. As solugoes do sistema transversal

€y = —€y — T1€;
é, = x1ey — 2.(6)e;
indicam sobre a estabilidade assimptética do sistema ligado. O célculo dos valores préprios

da matriz Jacobiana D( )h conduz a

Y2,22

11 1 /25
Mg = ——m = [22 g2,
1,2 6 2\ 9

Dado que ambos s@o negativos para x; € [—5/6,5/6], estd garantida, pelo critério (i), a
sincronizacao estavel.

Para estudo do sinal dos expoentes de Lyapunov condicionados ha que considerar novas
varidveis no sistema ligado. Seja V(t) a varidvel

1
(V1,Va,V3) = 5(961 — T2, Y1 — Y2, 21 — 22)

que descreve a evolucao de pequenas perturbacoes transversais a variedade de sincronizagao
M, e U(t) a varidvel

1
(U1,U,U3) = B (x1 4+ T2, 91 + Y2, 21 + 22),

que descreve a evolucao nessa variedade invariante ou préximo dela. Atendendo a que
r1=U1—-Vi,e=Uh+Vi,y1 =Us— Vo, ya=Us+ V2, 20 =Us = Vz e 20 =Us + V3, 0

sistema ligado pode ser reescrito nas novas varidveis U e V como

Uy =10(Uy — Vo — Uy) Vi=0
(2.23) VQ =-U1V3—-V, VAN UQ =28U; — U1U3 — Uy
V3 =U1Va —2.(6)V3 Us = U1Uy — 2.(6)U3

A Figura 2.2 mostra o espectro de expoentes de Lyapunov do sistema (2.23). Pode
considerar-se a divisao em dois subconjuntos: Al = {)\”, )\H,)\g} dos expoentes de Lya-
punov tangenciais e At = {)\f, )\%} dos expoentes de Lyapunov transversais associados &
I

é

evolugao de V(t). Pelo critério (iii), se o maior expoente de Lyapunov transversal A,

negativo, entao qualquer perturbacao transversal a variedade M é amortecida e o estado

sincrénico u; = uy é estdvel.
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Figura 2.2: Espectro dos expoentes de Lyapunov do sistema ligado: tangenciais e condi-
cionados

Com vista ao estudo da estabilidade global, considere a fun¢ao de Lyapunov L (e) =
(e2 + €2) /2 que verifica L (e) > 0 se e # 0 e L (0) = 0 [20]. Substituindo as expressoes de

éy € é, na derivada de L em ordem a t, L (e) = eyéy + €€, obtem-se
L(e) = ey, (—e, — z162) + e (T10) — 2.(6)e,) = — (eg +2.(6)e?) < 0.

Como L (e) é negativa excepto em e = 0, o método directo de Lyapunov garante que a

origem é globalmente assimptoticamente estdvel para o sistema transversal.

Caso L2. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos para valores paramétricos o, a e
B que conduzam a comportamento cadtico. Liguem-se os dois sistemas através da varidvel
condutora z; por adigao do sinal de controle p (x1 — z2), com p > 0, aplicado como feedback
negativo deslocado & segunda equagdo do sistema resposta. Além disso é introduzida a
substituicao parcial em que a varidvel x; dd lugar a sua correspondente xs apenas nos
termos nao-lineares x2z2 € X2y do sistema resposta.

Inicie-se o sistema ligado

i1 =0 (y1 — 71) io =0 (y2 — 22)
(2.24) Y1 =axr] — 121 — Y1 A Y2 = axa —T122 — Y2 + p(x1 — x2)
21 =z1y1 — B21 Zo = m1Y2 — B2
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a partir de condigoes iniciais arbitrarias tais que z1(0) # z2(0), y1(0) # y2(0) e z1(0) #
22(0). Existe sincronizagao idéntica se a evolugao do sistema ligado (2.24) estd continua-
mente confinada a um hiperplano M no espaco de fase. Além das coordenadas e, = xo—x1,

€y = Y2 — Y1 € e; = 23 — 21 do erro de sincronizacao e, considere

/ / /
€y =T2+T1, € =Y2+y1 € €,=22+21.

/
Yy

transversal a M. Para que e,, e, e e, tendam para 0 quando ¢ — +o0, o ponto (0,0,0)

Obtem-se um novo conjunto de coordenadas: €, e} e €, em M e e, e, € e, no subespago
no espago transversal a M deve ser um ponto de equilibrio assimptoticamente estdvel
nesse espaco. Isto conduz a requerer que o sistema dindmico em (e, ey, e,) definindo as
perturbagoes transversais seja assimptoticamente estdvel no ponto de equilibrio (0,0, 0).

Considere a funcao

f=(0(ya—22), a9 — 2122 — Y2 + p(x1 — 2) , T1Y2 — B22)

obtida da resposta em (2.24). Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define

a dindmica de perturbagoes transversais a M é dada por

€ . €xr —0 o 0 €y
€y | Do)t | &y | =] a—p -1 —x1 | -] ¢
€, €, 0 1 —f €,

Pelo estudo dos valores préprios da matriz Jacobiana D( f , conclui-se que é obtida

T2,Y2,%2)
sincronizagao localmente estdvel se pg,,. = a — 1.

Tomando os parametros de controle o = 10, a = 28 e 5 = 2.(6) e a for¢a de ligagao
p = 27.1, verifica-se que 3 — x1, Y2 — Y1 € 22 — 21 quando os sistemas evoluem (Fig.
2.3a). Ao fim de um certo tempo, as coordenadas z, y e z de cada um dos sistemas
verificam as igualdades x9 = x1, y2 = y1 e 22 = 21 (Fig. 2.3b) Como tal, as distancias
|xe — 1], |y2 — y1] e |22 — 21| tendem para 0 ao longo do tempo (Fig. 2.3c). As equagoes
To = X1, Yo = Y1 € 2o = 21 definem um hiperplano M no espacgo de fase de dimensao 6.

Por aplicagao do critério (ii), obtem-se que o limiar py,,,. de sincronizacio globalmente

estdvel é superior ao obtido para estabilidade local,

Psyne =+ 0 >a—1,

conduzindo, portanto, a um intervalo de valores de p mais restrictivo. Considere a funcao
de Lyapunov L (e) = (e2 + €2 + €2) /2 que verifica L (e) > 0se e # 0 e L(0) = 0 para
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Figura 2.3: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizacao; (¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

todo o p > 0. Determine-se a forga de ligagao p tal que a derivada de L satisfaga L (e) <0

se e # 0 e L(0) = 0. Substituindo as expressoes de é,, ¢, e ¢, em
L(e) = exér + eyéy + eé,
e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L(e) = —oe —Be2 + (0 +a—p)esey

< —oe —Be2+ (0 +a—p)lesey|.

Escolhendo uma forga de ligagdo que satisfaga p > « + o estao garantidas as condigoes
exigidas pelo método directo de Lyapunov. Logo é alcancada sincronizacao globalmente
estavel no sistema ligado para uma forca de ligagdo p = p (o, @) que nao depende do
parametro de controle 8 tomado.

Tomando os mesmos valores para os pardmetros de controle, seguem-se os gréficos
(Fig. 2.4 a,b,c) obtidos para a forca de ligacdo p = 38.1. Verifica-se que o tempo teyne
para p = 38.1 é inferior ao obtido para p = 27.1 < 38.1.

A Tabela 2.2 apresenta as condic¢ées suficientes para sincronizacio globalmente estével
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Figura 2.4: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizacao; (¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

obtidas no estudo de outros casos semelhantes (ver L7, L8 e L9 no Anexo 2a).

Desloc. | Substit. | Condigao suficiente para sincronizagao
a 29 eq. — B(E+K.)” < 40B — K2
a 2% eq. | na 3% eq. B+ K.)*<40B —oK?
a3%eq. | na2teq. | £ <40 A B§2<4O'/B—KKyf+K3+O'K2

Tabela 2.2: LigagGes unidireccionais por feedback negativo deslocado.

Foi aplicado o sinal de controle p (z1 — z2) deslocado e, em alguns casos, foi efectuada
a substituicao parcial da varidvel x; pela sua correspondente xo em alguns termos nao-
lineares da resposta. As constantes § e K representam as expressoes p—o —«a e K, + K/,

respectivamente.

Conforme o exposto no caso R6 (ver Anexo 2b) para atractores de Rossler caéticos
idénticos, esta abordagem ¢é inconclusiva quando é efectuada a adi¢ao do sinal de controle
p(x1 —x2), p > 0, aplicado como feedback negativo deslocado a terceira equacao da re-
sposta e a substituicao parcial simultdnea da varidvel x; pela sua correspondente x2 na

mesma equacao.
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Caso L3. Considere entre sistemas de Lorenz idénticos e cadticos a ligagdo por decom-

posicao activo-passivo

T1 = —ox1 + oY1 To9 = —0x2 + OYs
1 = s(t) — NS Y2 =5(t) —y2
2 = x1y1 — Bz 2o = xay2 — B2

com uso do sinal condutor s = h(z1,y1,21) = z1 (@ — 21).

A equacao linearizada que define a dindmica de perturbacoes transversais é dada por

€ €y -0 O 0 €y
ey | ® Do)t | €y | = 0 -1 0 ey |,
é: e y2 w2 —f e

onde f = (f1, f2, f3) = (—ox2 + oy2, 5(t) — y2, T2y2 — Bz2) e as diferencas e,, e, e e, sdo
consideradas suficientemente pequenas. Dado que todos os valores préprios A; = —o,
Ay = —1 e A3 = —3 da matriz Jacobiana Dy, ,, -,)
critério (i) a sincronizagao estdvel dos sistemas (ver Fig. 2.5 a,b,c obtida com o = 10,
a=28¢ [ =2.6)).

Na aplicacao do critério (ii), nota-se que é, = —e, donde e, — 0 quando t — +o0.

f sdo negativos, estd garantida pelo

Portanto, o subsistema bidimensional que descreve a evolucao de e, = x1—z3ee, = z1—22

pode, quando ¢ — 400, ser escrito apenas como

Considere L (eg,€.) = (€2 + €2) /2 que verifica L (e, e.) > 0 sempre que (eg,¢.) # (0,0)
e L(0,0) = 0. Substituindo as expressoes de é, e é, na derivada L (ex,€2) = €16y + €26,
obtem-se

L(es,e.) = —o€; — yaege, — fel < —eX — Bel — ya |ese .
Supondo que a fungao de varidvel real yo ¢ limitada, seja K, uma constante positiva tal

que |y2| < K. Como tal é valida a desigualdade
L (ez,€2) < —ez — Bez — Ky lege.| <0,

logo, pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizacao tende para 0 quando

t — 400 e a sincronizagao é globalmente estével.

Pelo exposto, conclui-se ainda que ocorre sincronizagao globalmente estével para todos

os tipos de sinal s(¢) que conduzam a desigualdade é, < 0. Nota-se que, para que o sistema
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Figura 2.5: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizacao; (c) Evolugao
do erro de sincronizacao

transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica constante

1
L3
P:1

PR

Ky

associada a forma quadrética — |[e||” - P- |||, em que |le| = (|e,], |ez|), deve ser definida
positiva. Os determinantes A;, i = 1, 2, das submatrizes principais de P s&o todos positivos
se K?? < 44. Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizacao tende para 0 quando
t — +o00 sempre que a constante positiva K, limitando a varidvel do sistema satisfaz a
esta desigualdade, e os sistemas alcancam sincronizacao globalmente estével.

A Tabela 2.3 resume o estudo de ligagoes no atractor de Lorenz por decomposigoes
activo-passivo com os sinais condutores s(t) = oy1(t), s(t) = axi(t) e s(t) = —Bz1(t) (ver
casos L10, L11 e L12 no Anexo 2a).

Sinal condutor Condigao suficiente
st)=oy(t) | 40> (K.—a)® A Bldo—(K.—a)’| > K2

s(t)=az1(t) | (0+K.)><do A B ldo—(0+K.)*| > K2

s(t) = —Bz1(t) inconclusivo

Tabela 2.3: Ligagoes por decomposicao activo-passivo.
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Nota-se que a decomposi¢ao activo-passivo com uso do sinal s(t) = oy () equivale a
substituicao de yo por y; mas apenas na primeira equacao do sistema resposta, conforme
o caso L13 apresentado no Anexo 2a. O mesmo se verifica para os sinais condutores
s(t) = axi(t) e s(t) = —fz1(t) que correspondem, respectivamente, a substitui¢do da
varidvel xo por x; apenas na segunda equacao da resposta e a substituicao da varidvel zo
por z1 na terceira equacao da resposta. Isto mostra que o critério de Pecora e Carroll esta

incluido na abordagem mais geral por decomposi¢ao activo-passivo.

Caso L4. Considere a seguinte proposi¢ao baseada na estabilidade assimptética global

do sistema transversal definido por (2.1).

Proposicao 2.3.1 Seja A a matriz que caracteriza o sistema transversal relativo a uma
ligacao dos sistemas idénticos S1 e So, ou seja, € = A - e para e = uz —uy. Se existe uma

constante § < 0 tal que a matriz simétrica AT + A ¢é definida negativa e satisfaz
AT + A <

para qualquer uy e us no espago de fase X entdo a dindmica do sistema transversal é

globalmente estdvel e os sistemas S1 e Sy estao em sincronizagdo estdvel.

Prova. Considere a funcao de Lyapunov da forma L(e (t)) = [e(t)]” -e(t) cuja derivada

em ordem a t é dada por

d T
(fl—f(e): (:;)-e—i-eT-%:eT-AT-e—i-eT-A-e.

Tem-se entao
Le)=e" (AT +A)e<s(eT I-e)=5(el-e) <0

para todo o e # 0. Pelo método directo de Lyapunov estd garantida a estabilidade as-

simptética global do sistema transversal ®

Considere os sistemas de Lorenz idénticos e caéticos unidireccionalmente ligados por

controle feedback negativo

T =0 (y1 — 71) &y =0 (Y2 — x2) + p (v1 — 2)
Bn=oar—x121— Y1 A Y=oz —x1ze — Y2+ p (Y1 —y2)
2 =x1y1 — B=1 29 = x1y2 — Bra + p (21 — 22)
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em que também se procedeu & substituicao parcial da varidvel zo por x; apenas nos
termos nao-lineares xs20 € xoys do sistema resposta. Seja fa funcao obtida da resposta,
de componentes f; = o (y3 — x2) + p(x1 —2), fo = awa — 120 —yo + p(y1 — 1) e f3 =
x1Yy2 —Bza+p (21 — 22). Considere as componentes e, = Ta—1, €y = Y2 — Y1 € €; = 22— 2]
do erro de sincronizacao e. Para qualquer valor de p, a equacao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€ g € —0—p o 0 €y
ey | @ Daygnent- | &y | = @ —l=p -z | G
€z €z 0 I _B -p €

e pode tomar a forma matricial € = A (1) - e com

A

I
Q
\
—_
\
s
\
8
=

Os determinantes das submatrizes principais da matriz

—2(c+p) o+a 0
AT + A = o+a  —2(14p) 0
0 0 —2(8+p)

s80 Ay =—2(0+p), Ao =4(c+p)(1+p)—(c+a)e

Az = 2(0+a)2—8(0+p)(1+p)2(0+a)2] (B+p).

Tem-se —A; > 0 e a condigao —As > 0 é satisfeita sempre que Az > 0 (pois § + p > 0).
Conclui-se entao pela Proposicao 2.3.1 que ocorre sincronizacao globalmente estdvel para

valores dos pardmetros de controle e de ligagdo que verifiquem a desigualdade

4(a+p) (1+p) > (0+a).
Tomando os parametros de controle o = 10, o = 28 e § = 2.(6), seguem-se os gréficos
(Fig. 2.6 a,b,c) obtidos para a forca de ligacao p = 14.5 (o menor valor de p em passo de
uma décima que verifica a desigualdade anterior).
Esta abordagem ¢ inconclusiva quando nao é efectuada a substituicao parcial da va-

ridvel xo por x1 nos termos nao-lineares do sistema resposta (ver caso L14 do Anexo
2a).
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Figura 2.6: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizagao; (¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

Caso L5. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos e cadticos em ligacao difusiva

linear bidireccional com todos os parametros de ligagao iguais a p > 0 (caso particular IT)

i1 =0 (y1 —21) +p(r2 — 71) Bo =0 (y2 — x2) + p (21 — 72)
hn=ar—r121 —y1+pY2—vy1) AN Ye=av2—T122 — Y2 +p (Y1 —Y2) ,
21 =x1y1 — Bz1+p (22 — 21) 2o = 21y2 — B2 + p (21 — 22)

em que também se procedeu & substituicao parcial da varidvel zo por x; apenas nos
termos nao-lineares da resposta. Dado o erro de sincronizacao e = (e, ey, €.), o sistema

transversal é definido pelas equagoes

e To — I o(ey —ez) — 2pey
ey | = V2=t | = | aeg —x16; — €y — 2pey
é, Z9 — %1 x1ey — Be, — 2pe,

e pode tomar a forma matricial € = A (1) - e com

—2p—o0 o 0
A= @ —2p—1 —1
0 1 —2p—p
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Figura 2.7: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizacao; (¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

O célculo dos determinantes das submatrizes principais da matriz

—-2(2p+o0) o+ 0
AT + A= c+a  —2(2p+1) 0 :
0 0 —2(2p+pB)

conduz a A; = —2(2p+0), Ao =412p+0)(2p+1)— (0 +a) e
Ag=—2 [4(2p+0)(2p+1)—(0+a)2 20+ 8).

Tem-se —A; > 0 e a condi¢ao —Ag > 0 é satisfeita sempre que Ag > 0 (pois 2p + 3 > 0).
Conclui-se entao pela Proposicao 2.3.1 que ocorre sincronizacao globalmente estdvel para

valores dos parametros de controle e de ligacao que verifiquem a desigualdade
4(20+0) (204 1) > (6 + ).

A Figura 2.7 a,b,c mostra os grificos obtidos tomando os valores paramétricos o = 10,
a=28ep=8/3ep="T.1
Esta abordagem é inconclusiva quando nao é efectuada a substituicao parcial da var-

idvel x9 por z1 nos termos nao-lineares do sistema resposta (ver caso L15 do Anexo 2a).
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Caso L6. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos e cadticos unidireccionalmente
ligados por transmissao de um sinal do primeiro para o segundo sistema. E escolhido
como sinal a primeira componente do sistema transporte e, como tal, em todo o sistema

resposta a coordenada xo é substituida pela varidvel x1 do sistema transporte,

1 =0 (y1 —x1) To = 1
Y1 =ar] —T121 — Y1 A Y2 = QT — T122 — Yo
2 = 11y1 — B2t 2o = 112 — B2

Considere as componentes e, = y2 —y1 € e, = 22 — z1 do erro de sincronizacgao e. Seja

a funcao

h (71,2, 22) = (f2, f3) (21,42, 22) = (@1 — T122 — Yo, T1Y2 — B22),

que caracteriza o subsistema resposta (y2 (t), 22 (t)). Para qualquer valor de p, a equagao

linearizada que define a dinAmica de perturbacoes transversais a variedade de sincronizacao

M ¢é dada por
€y | _ ey | -1 —x | ey
R M e R b

onde as diferencas e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. O sistema transver-

sal pode ser escrito na forma matricial € = A (1) - € com
-1 —X1
A= .
[ z1 —f ]
Dado que os determinantes das submatrizes principais da matriz

T -2 0
atva=l 20

satisfazem as condicGes (—1)i A; > 0 para todo o i = 1,2, entdo AT + A ¢ definida
negativa. Pode entao concluir-se que ocorre sincronizacao globalmente estével (Fig. 2.8
a,b,c).

Conforme o caso L16 apresentado no Anexo 2a, a Proposi¢ao 2.3.1 nao é aplicdvel a
ligagao por substituicao parcial de y2 por y; na primeira equacao da resposta, dado que
A2:4a—(a—22)2 e

Az = —213 [40 — (= 2)?| +2 (22 — 1) [y (@ — 20) + 0 (w2 — 21)] + 202,

Seguem-se duas tabelas que resumem o estudo efectuado com outros tipos de ligagao. Na

Tabela 2.4 s@o apresentados os resultados relativos aos casos L17 (ver Anexo 2a), R7, R8



112

Figura 2.8: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizacao; (¢) Evolugao
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do erro de sincronizacao

e R9 (ver Anexo 2b) em ligagdo por substitui¢cdo completa, com diferentes subsistemas
sinal condutor. Da Tabela 2.5 constam os resultados obtidos nos exemplos R10 e R11 (ver

Anexo 2b) em ligacao por controle feedback negativo, sem e com substitugdo de varidveis

no termo nao-linear da resposta. A constante £ representa a expressao Py — G-

Atractor | Ligacao | A; Ay Sincronizagao
Lorenz 29— 21 | =20 | 40— (0 +a— z1)2 nao conclusivo
Rossler Y2 — Y1 0 -2 nao conclusivo
Rossler o —x1 | 2a 4a (z1 — ¢) nio conclusivo
Rossler 29 — 21 0 0 nao conclusivo

Tabela 2.4: Ligagoes por substituicao completa de varidveis.

Aq Ao Aj Sincronizagao
20, | 4p,€ | 26 |4p, (T2 — ¢ — p,) + (22 — 1)%| | ndo conclusivo
—2p, | 4p€ 26 [4p, (x1 —c— p,) + 1] nao conclusivo

Tabela 2.5: Controle feedback negativo no sistema de Rossler.
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2.3.2 Anasdlise de sincronizagao no sistema nao-linear de Rossler

Em 1976, o matematico sui¢o Ott Rossler [74] descobriu um novo sistema de equagoes

diferenciais ordindrias nao-linear com atractor. Trata-se do sistema de Rossler
t=—(y+z2) N yg=zxz+ay N Z=b+z(z—c),

nas varidveis dindmicas x,y,z € R e de pardmetros reais a, b e ¢, que tem um atractor
cadtico como solugao, também designado por atractor de Rossler.

Considere z = 0 e examine-se o comportamento no xy-plano com base nas equagoes
simplificadas £ = —y e §y = x + ay. A estabilidade no zy-plano pode entao ser encontrada

pelo célculo dos valores préprios
Ay = (ai Va2 - 4) /2

da matriz Jacobiana do sistema formado por estas duas equagoes diferenciais. Assim,
quando 0 < a < 2 os valores préprios sao complexos conjugados com parte real positiva,
pelo que a origem ¢ instdvel com uma espiral para o exterior no xy-plano.

Seja agora z # 0 e considerando esta variagao para a. Desde que z seja menor do que
¢, 0 termo ¢ mantem a dérbita proximo de zy-plano. Quando a Orbita se aproxima de x
maiores do que ¢, os valores de z comecam a subir mas o termo —z da equacao & = —y — 2z
limita o crescimento em z. Uma érbita no atractor segue uma espiral para o exterior
proximo do xy-plano em torno de um ponto de equilibrio instdvel mas, apés suficiente
subida, um segundo ponto de equilibrio influencia o movimento causando um aumento e
torcao na z-dimensao. Torna-se aparente que embora cada varidvel esteja oscilando dentro
de uma variacao fixa de valores, as oscilagoes sao cadticas.

O sistema de Rossler tem dois pontos de equilibrio Py e P— dados por

c++/c? —4ab _cE V2 —4ab cE+ V2 — 4ab

2 ’ 2a 2a

Py =

O ponto de equilibrio P_ estd localizado no centro do atractor e é uma sela-foco com
uma variedade instdvel bidimensional correspondente a uma espiral instdvel sobretudo
no zy-plano, quando a trajectéria se instala sobre um atractor caético. A expressao de
nao-linearidade z (z — ¢) torna-se activa quando a trajectéria deixa o zy-plano. Entao a
trajectoria move-se para uma vizinhanca do ponto de equilibrio P, exterior a regiao do
atractor, também uma sela-foco. O ponto de equilibrio P; tem uma variedade instével

unidimensional que envia a trajectéria ao longo da variedade estdvel unidimensional de



114

P_. Pode entao ocorrer um novo ciclo. Com valores paramétricos apropriados a trajectéria
descreve assim um atractor caético.

Conforme a descrigao topolégica em [40], ndo existe um tnico sistema de Rossler mas
uma coleccao completa de conjuntos diferentes de equacgoes diferenciais ordindrias com
topologias diferentes. Fixando dois dos parametros, é possivel averiguar a existéncia de
bifurcagoes quando o outro pardmetro varia. Contudo os comportamentos induzidos pela
variagao de um parametro sao substancialmente diferentes conforme o parametro escolhido
para variar.

Considere a = b = 0.2. Em ¢ = 2.5 o atractor é um ciclo limite. Quando ¢ aumenta
para 3.5, o ciclo limite d4 duas voltas antes de fechar e o seu periodo é aproximadamente
o dobro do do ciclo original. De facto, entre ¢ = 2.5 e ¢ = 3.5 deve ocorrer uma bifurcacao
de duplicacao de perfodo de ciclos, apenas possivel em dimensao 3 ou superior. Uma outra
bifurcacao de duplicacdo de periodo cria um ciclo de quatro voltas que ji existe quando
¢ = 4. Ap6s uma cascata infinita de duplicacoes de periodo, existe um atractor estranho
quando ¢ = 5.

Por outro lado, estudos numéricos do comportamento do sistema sob mudancas de
a sugerem que tem uma influéncia desproporcional sobre o comportamento do atractor.
Quando sao fixados b = 2 e ¢ = 4, existe (quase) uma correspondéncia univoca entre o
diagrama de bifurcacao do sistema de Rossler com a € [0.126,0.43295] e o da aplicagao
logistica f(x;pu) = px (1 —x) com p € [1,4]. Assim, surge comportamento caético apds
uma cascata de duplicacao de periodo como na aplicacao logistica.

Rossler estudou o atractor cadtico com os valores paramétricos a =b=0.2e ¢ =5.7
(Fig. 2.9), embora posteriormente se tenham averiguado as propriedades para a = b = 0.1
e ¢ = 14. Screw chaos ocorre quando os valores paramétricos sdo a = 0.343, b = 1.82
e ¢ = 9.75. Rossler queria encontrar um sistema minimal que exibisse comportamento

cadtico.

Caso R1. Sejam S; e S3 dois sistemas de Rossler idénticos e cadticos para os parametros
de controle a = b = 0.2 e ¢ = 5. A ligagao unidireccional por controle feedback negativo,
onde a varidvel x; é escolhida como varidvel condutora do transporte para a resposta,

conduz ao sistema ligado

T = —(y1+ 21) B2 = — (Y2 + 22) + p (1 — 22)
y1 =1 + 0.2y, VAN Y2 = z2 + 0.2y
2':120.24-2:1(.%'1—5) 2’220.2+22($2—5)

Considere as componentes e, = T3 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de
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Figura 2.9: Atractor caético de Rossler

sincronizacao e. Para qualquer valor de p, a equacao linearizada que define a dindmica de

perturbacoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

er 5 er —p -1 -1 ex
éy ~ D(z27y2,z2)f . €y = 1 0.2 0 . €y s
€ €, z2 0 x9—5 e,

onde

f=(—ya— 20+ p(x1 —22), 29 +0.202,0.2 + 2 (2 — 5))

é obtida da resposta. A matriz Jacobiana D(xz,ywz)f depende da forca de ligagao corres-
pondente ao sinal de controle p (x; — z2) na primeira equagao do transporte. Pelo critério
(i), estd garantida a sincronizagao estdvel se a matriz D2y, Zz)f' for definida negativa, ou
seja, se

9p + 30

<5 A 0.229 < .
P To + 29 15

Inicie-se o sistema ligado a partir de condigbes iniciais préoximas tais que x1(0) #

22(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0). Quando os sistemas evoluem ligados pelo sinal de
controle p(z1 —x2) = 0.4 (x1 — x2), cada componente x1, y; e z; converge para a sua
correspondente x2, y2 e 2z (Fig. 2.10a) e, ao fim de um certo tempo tsyn. >~ 51.7, as

componentes de cada um dos sistemas verificam x1 = x9, y1 = y2 € 21 = 2o (Fig. 2.10b).
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Figura 2.10: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizagao; (c¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

Como tal, as distancias |zg — x1], |[y2 — y1| € |22 — 21| tendem para zero ao longo do tempo
(Fig. 2.10c) e estabelece-se no sistema ligado o estado cadtico sincrénico simétrico.

Para o estudo da estabilidade global, considere a fun¢ao de Lyapunov

L(e):%(eg—i-ez—i-eg)zO

que verifica L (e) > 0se e # 0 e L(0) =0 para todo o p. Determine-se a forga de ligagao
p tal que a derivada de L satisfaca L (e) < 0 se € # 0 e L(0) = 0. Substituindo as

expressoes de €;, €, € €, em
L (e) = ezéy +eyéy + €€,
e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L(e) = —pe2+(z—1)ege. + 0.263 + (z9 — 5) €2

< —pef: + 0.262 + mgeg — 563 + 22 leges| — |exes].

Supondo que as fungoes de varidvel real x5 e zo s@o limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |z2| < K; e |22] < K,. Como tal é vilido

L(e) < —pe? + 0.265 + Kpe? —5e2 + K, |ege.| — |eses] .
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Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante 1
P 0 D) (1-Ky)
P= 0 1 0
1 5
3 (1-Ky,) © 5— K,
associada a forma quadrética — ||e||” - P-|le||, em |le]| = (Jex|, |ey]; |ez]), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1,2, 3, das submatrizes principais de P sdo positivos
se
p>0 A —p>0 A 4p(K,—5)>(1-K,)>.

Sendo a desigualdade relativa a As impossivel, o método directo de Lyapunov nao é
aplicdvel para esta escolha da funcao de sincronizagdo e nada se conclui quanto & sin-
cronizacgao globalmente estdvel dos sistemas.

A partir da equacao que define o sistema transversal sdo estimados os expoentes de
Lyapunov condicionados que indicam acerca da diminui¢do ou aumento das perturbagoes

tranversais. Seja V() a varidvel

1
(V1, Vo, V3) = B (X1 — T2, Y1 — Yo, 21 — 22),

que descreve a evolucao de pequenas perturbacoes transversais a variedade de sincronizagao
M, e U(t) a varidvel
1
(U1, Us,Us) = 5 (21 + 22,91 + 2,21 + 22)

que descreve a evolucao nessa variedade invariante ou préximo dela. Atendendo a que
r=U1—Vi,eo=U1+ Vi, y1 =02 = Vo, yo=Ua+ Vo, 21 =Us = Vze 2o =Us + V3, 0

sistema ligado pode ser reescrito nas novas varidveis U e V como

Vi=—Va—V3—pWi Ur=~Us—Us — pVi
(2.25) Vo = Vi +0.2V5 NS Un = Uy +0.20%
Vs =Us3Vy — 5V + U V3 Us=024U,U3 —5U3+ V1V3

A Figura 2.11 mostra o espectro de expoentes de Lyapunov do sistema (2.25). Pode
considerar-se a divisao em dois subconjuntos: Al = {)\”, )\H, )\g} dos expoentes de Lya-
punov tangenciais e At = {)\f, )\QL, )\3%} dos expoentes de Lyapunov transversais associa-
dos a evolugao de V(t). Pelo critério (iii), se o maior expoente de Lyapunov transversal
AL (p) é negativo, entdo qualquer perturbacio transversal a variedade M é amortecida

e o estado sincrénico u; = uy é estdvel.



118

o — ~ B

Jr P X:2953 |

Y:0.02091

expoentes de Lyapunov

I I I
0 50 100 150 200 250 300
tempo

Figura 2.11: Espectro dos expoentes de Lyapunov do sistema ligado: tangenciais e condi-
cionados

No inicio da sincronizagao, o efeito provocado por adicionar o sinal de controle p (x2 — 1)
¢ diminuir o valor do expoente maximal A, (p). Este facto ocorre em muitos exemplos
de ligagdo de sistemas cadticos. Assim, em algum valor intermédio de p, denotado por
Psynes 08 sistemas sincronizam de forma estdvel. Contudo, o aumento da forga de ligagao
p nao garante necessariamente que os expoentes de Lyapunov condicionados continuem a

decrescer e que se mantenha o estado sincrénico assimptoticamente estdvel. Em particular,

€1

conforme ilustra a Figura 5, com o aumento de p o expoente maximal A,

(p) torna-se
positivo e o estado sincrénico deixa de ser estdvel. Esta perda de sincronizacao estével foi
notada por Heagy et al. (][21],[22]). Assim, a condigdo minimal de estabilidade com uso
dos expoentes de Lyapunov garante que o estado sincrénico é estdvel apenas sobre uma
variagao finita da forca de ligagéao p.

Para valores de p superiores é ainda possivel ”escravizar” xo a x; dada a presenga
do sinal de controle p (x; — z2): assimptoticamente é efectuada a substituigdo completa
T9 — X1, OU Seja, sao substituidas por x; todas as ocorréncias de x2 no sistema resposta.
Deste modo, as ligacoes por controle feedback negativo e por substituicao completa estao
relacionadas. O valor assimptético correspondente ao limite

: 1
m Ao ()

indica se o método de substituicdo completa funciona e, inversamente, esse valor assimp-
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tético é determinado pela estabilidade do subsistema que permanece desligado do sistema

transporte, como consequéncia de aplicacao do método de substituicao completa.

Os casos R12, R13, R14 e R15, apresentados no Anexo 2b, mostram que a tarefa
de averiguar a existéncia de sincronizacao estdvel em ligacao unidireccional por controle
feedback negativo é bastante mais simples quando sdo efectuadas substitui¢oes parcial no

termo nao-linear do sistema resposta. A Tabela 2.6 resume o estudo efectuado.

Ligacao Substituicao Sincronizacao
plxy —x2) | T2 > 21 € 20— 21 nio
p(z1—22) | T2 —x1 € 29— 21 nio
p(z1 — 22) To — T nio
pPlyr —y2) | 22— 21 € 20— 21 nao

Tabela 2.6: LigagGes unidireccionais por feedback negativo e substituicao parcial

Caso R2. Considere os sistemas de Rossler cadtico e hipercaético [75], respectivamente

Tog = —Y2 — 22

1 =—(y1+2) .
. =T2+a +w
=11+ Gy e Y2 2 2Y2 2 7

21=b1+ z1 (1 — 1) 2.2 :_xQZQ +02
We = —C222 + daws
para valores paramétricos ai, by, ¢1 e as, ba, ca, do que conduzam a comportamento
cadtico. Os valores paramétricos as = 0.25, by = 3, co = 0.5 e do = 0.05 conduzem a
comportamento cadtico no sistema de Rossler hipercadético.
Pretende-se uma ligacao unidireccional entre eles, por funcao de controle, para a funcao
de sincronizagao h (x1,y1, 21) = (121,91, 21, 2y1 + 21). O sistema resposta pode ser escrito

na forma A - uz + B (u2) com

0 -1 -1 0 0
|1 a 0 1 _ 0
A=10 0 0 o ¢ B= et
0 0 —C9 d2 0
A matriz constante

1 -1 -1 0
;|1 2a2 0O 1
A= 0 0 1 0
0 0 —C9 2d2
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é tal que a matriz diferenga

0
0

I _
A-A = -1 0
—ds

é diagonal com todos os elementos diagonais negativos. A soma (A — A’ )T +A-A¢
uma matriz definida negativa com valores préprios A2 = =2, Az = —2a2 e Ay = —2d».

Dada a matriz Jacobiana de h

z1 0 o

0O 1 0
Dh(‘rlayhzl) = 1 0 0 )

0 2 1

a fungao de controle definida por (2.22) é

yo— T2+ 20+ 2+ b))z — 21 [(y1 + 21) — 21 (21 — 1 + 1))

. —x9 — 2a2y2 + (a2 +a1) y1 + 71

C (ur,uz) = x1— (X2 +1) 20 —ba — (y1 + 21)
Ccoz9 — 2dows + (2d2 + 2a1) y1+2x1+ b1+ 21 (xl —c+ dg)

O sistema ligado, para o qual estd garantida a sincronizagdo generalizada globalmente

estavel relativamente a h, tem entao por sistema resposta

g =—x2+ 2+b1)x1—21 (1 +21) + 2121 (21 — 1 + 1)
Yo = —agys + wa + (ag + a1) y1 + 21

Zo=x1 — 22 — (Y1 + 21)

Wy = —dowg + (2d2 + 2a1) y1+2x1 + b1+ 21 (.1'1 -+ dg)

Sy =

Caso R3. Considere a ligacao difusiva linear bidireccional de dois sistemas de Rossler

t1=—(y1+21)+p(x2—121) o =—(y2 + 22) + p (1 — 22)
(2.26) U1 =21+ ayr +p (Y2 — y1) NS G2 =2+ ay2 + p(y1 — y2)
Z1=b+z1(v1—¢)+p(z2— 21) Zo=b+ 22 (v2 — )+ p(2z1 — 22)

Considere as componentes e, = T3 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Para qualquer valor de p, o sistema transversal é definido pelas equacoes

€r =Ty —T1 = —€y — €, — 2pe,
by =12 — Y1 =¢ex+ (a—2p)ey
€, =29 — 21 =2+ (x1—c—2p)e,
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Considere a fun¢do de Lyapunov L (e) = (€2 + 613 + €2) /2 que verifica L (e) > 0 se
e #0e L(0) =0 para todo o p. Determine-se a forga de ligagao p tal que a derivada de

L satisfaca L () < 0 se e # 0 ¢ L (0) = 0. Substituindo as expressdes de é,, &, ¢ é, em
L () = exéy +eyéy + €26,
e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como
L(e) = —2pe2+ (z0—1)eze, + (a—2p) 633 + (z1 — ¢ — 2p) €2
< —pet(a—p) e+ miet - (c+p) e + zleqes] — [eac

Supondo que as funcoes de varidvel real x1 e zo s@o limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |z1] < K, e |z2] < K,. Como tal é vdlida a desigualdade
L(e) < —2pe2 + (a — 2p) 633 + K2 — (c+2p) e + K., |ege.| — |ege:] .

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante

1
2p 0 3 (1-K.)
P= 0 2p—a 0
1
SU-K) 0 c+2p—K,
associada a forma quadratica — [[e]|” - P-|le||, em que [le| = (|es|,|eyl,|es]), deve ser

definida positiva. Os determinantes A;, ¢ = 1, 2,3, das submatrizes principais de P sao

positivos se
(2p—a)>0 A (2p—a) |p(c+2p— K,) —i(l—Kz)2 > 0.
Como a desigualdade relativa a As implica 2p — a > 0 sempre que
8p(c+2p—K;)>(1-K,)?,
pode concluir-se que a matriz P é definida positiva se
2o>a A 8p2p+c—K,)>(1—-K.)%.

A condicio K, > 0 conduz a 8p (2p+ ¢) > (1 — K,)*. Pelo método directo de Lyapunov,
e — 0 quando t — oo sempre que os pardmetros de controle a e ¢, a forga de ligacao
p e as constantes positivas K, e K, verifiquem as desigualdades anteriores e os sistemas
alcancam sincronizagao estdvel

Estabelece-se deste modo a seguinte condicao suficiente para sincronizagao.
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Figura 2.12: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizacao; (c¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

Proposicao 2.3.2 Dois sistemas de Rossler em ligagao difusiva linear bidireccional (2.26)
alcancam sincronizagdo globalmente estdvel sempre que
2p>a A 8p(2p+c—Ky)>(1—K,)?

onde K, e K, sao constantes positivas tais que |z1] < K, e |z2| < K.

A Figura 2.12 a, b e ¢, cujos gréficos foram obtidos com p = 8, mostra o estabelecido
na Proposicao 2.3.2. Como se pode observar, o erro de sincronizacgao evolui rapidamente

para zero.

Caso R4. Considere a ligacao difusiva linear bidireccional de dois sistemas de Rossler

t1=—(1+2)+p(x2—21) o = — (y2 + 22) + p(x1 — x2)
(2.27) tn=z1+ayr +p(y2 — 1) AR g2 =x24ay2 + p(y1 — y2)
Zi=b+zi(z1—c¢)+p(z2—21) Zo=b+ 29 (ﬂfc) + p (21 — 22)

em que, simultaneamente, foi introduzida uma substituicao parcial da varidvel xo por

no termo nao-linear zoxs do sistema resposta.
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Considere as componentes e; = T2 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Para qualquer valor de p o sistema transversal é definido pelas equagoes

€x To — I —ey — e, — 2pe,
y | =| 12— | =| ex+(a—2p)ey
€, 20— 41 (xr1 —c—2p)e,

Considere a fun¢do de Lyapunov L (e) = (€2 + 613 + €2) /2 que verifica L (e) > 0 se
e#0e L(0) =0 para todo o p. Determine-se a for¢ca de ligacao p tal que a derivada de

L satisfaca L () < 0 se e # 0 ¢ L (0) = 0. Substituindo as expressdes de é,, &, ¢ é, em
L () = ezéy +eyéy + €€,
e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L(e) = —2pe2 —eze, + (a—2p) 613 + (1 — ¢ — 2p) €2

IN

—2pe2 + (a — 2p) 65 + 2162 — (c+2p) €% — |ege.| .

Supondo que a fungao de varidvel real z; é limitada, seja K, uma constante positiva tal

que |z1| < K,. Como tal é valida a desigualdade
L(e) < —2pe2 + (a — 2p) 613 + Ky — (c+2p) €2 — |ege.|.

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante
2p 0 0.5

P=| 0 20—a 0
0.5 0 c+2p— K,

deve ser definida positiva. Os determinantes 4A;, i = 1,2, 3, das submatrizes principais de

P sao positivos se

1
2p—a)>0 A (2p—a) 2p(c—|—2,0—Kx)—Z > 0.

Como a desigualdade relativa a As implica 2p — a > 0 sempre que
8p(c+2p—Kyz)>1,
pode concluir-se que a matriz P ¢é definida positiva se

20>a N 8p(2p+c—K;)>1.
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Figura 2.13: (a) Atractor do sistema ligado; (b) Variedade de sincronizagao; (c¢) Evolugao
do erro de sincronizacao

A condigao K, > 0 conduz a 8p(2p+ ¢) > 1. Pelo método directo de Lyapunov, e — 0
quando t — oo sempre que os parametros de controle a e ¢, a forca de ligagdo p e as
constantes positivas K, verifiquem as desigualdades anteriores e os sistemas alcangam

sincronizacao estavel.

Estabelece-se deste modo a seguinte condicao suficiente para sincronizacao estével.

Proposicao 2.3.3 Dois sistemas de Rossler em ligagao difusiva linear bidireccional (2.27)

alcangcam sincronizagao globalmente estdvel sempre que

20>a AN 8p(2p+c—K,;)>1

onde K, é uma constante positiva tal que |z1| < K.

A Figura 2.13 a, b e ¢, cujos gréficos foram obtidos com p = 6, mostra o estabelecido
na Proposicao 2.3.3. Observa-se uma rédpida evolugao do erro do erro de sincronizacao

para zero.
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Caso R5. Considere a ligagao difusiva linear parcial bidireccional de dois sistemas de

Rossler

t1=—(y1+21) +p(x2 —21) T2 = —(y2 + 22) + p(x1 — 22)
(2.28) U1 = x1 + ayr NS U2 =x2+ ays

21=b+ 2z (x1 —0¢) 2o =b+ 22 (2 — C)

Considere as componentes e; = 2 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de
sincronizacao e. Para qualquer valor de p, o sistema transversal é definido pelas equagoes
Er =T —T1 = —€y — €, — 2pe,

by = Y2 — Y1 = €z + aey
€, =29 — 21 = 20, + (X1 — C) €,
Considere a funcao de Lyapunov
1
L(e)= 3 (e2+e+e2)
que verifica L (e) > 0see# 0 e L(0) =0 para todo o p. Determine-se a forga de ligagao
p tal que a derivada de L satisfaca L (e) < 0 se € # 0 e L(0) = 0. Substituindo as

expressoes de €, €, € €, em
L (e) = exéy + eyéy + €26,

e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L(e) = —2pe2+ (22 —1)ege. + aez + (z1 — c)

< —2pe§; + aez + z162 ceg + 29 lege,| — |eses] .

2
Supondo que as fungoes de varidvel real x1 e z5 sao limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |z1] < K, e |22] < K,. Como tal ¢ vdlida a desigualdade
L(e) < —2pe? + aez + Kpe? —ce? + K, |ege,| — |exes] .

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica
constante
2p 0 S(1-K)
P = 0 —a 0
% (1-K.) 0 c—K,

associada & forma quadratica — ||e||” - P-|le||, em |le]| = (lex|, |ey], |ez]), deve ser definida

N

positiva. Os determinantes A;, i = 1,2, 3, das submatrizes principais de P sdo positivos
se
—2ap>0 A —8ap(c—K,)+a(l—K,)?*>0.
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dado que a condigdo relativa a A; é impossivel, o método directo de Lyapunov nao é

conclusivo com esta escolha da fungao de Lyapunov.



Capitulo 3

Ligacao assimétrica de sistemas
dindmicos discretos caoéticos

O estudo de comportamento sincrénico entre sistemas caéticos discretos ligados teve
inicio com o trabalho de Kaneko [28] em meados dos anos 80.

Em modelagao de sistemas reais é frequente a ligacao de transformacgoes idénticas com
obtencgao de um sistema ligado simétrico. Contudo existem muitos outros processos, como
a transmissao e processamento de informacao, que requerem a interaccao de transfor-
magoes por ligacgoes assimétricas. Estas podem ser bidireccionais entre sistemas dindmicos
nao-idénticos ou unidireccionais.

Quando se consideram sistemas nao-idénticos, as transformacoes que os definem podem
apenas diferir por pequenos desajustes paramétricos ou até corresponder a diferentes leis
de evolugao. Nestes casos, a sincronizacao traduz-se numa relacao funcional entre eles que
nao é necessariamente a identidade de estados. Existe entre os sistemas uma dependéncia
mais fraca que caracteriza a sincronizacao generalizada.

O conceito de sincronizacdo generalizada diferencidvel ([4],[77],[36],[23]) estende as
nocgoes caracterfsticas da sincronizacao idéntica. Embora apenas seja exigido que os es-
tados dos sistemas componentes estejam funcionalmente relacionados, a diminuicao da
forga de ligagdo pode conduzir facilmente a perda de estabilidade transversal do estado
sincrénico cadtico. A funcdo de sincronizacao pode tornar-se bastante complicada e iniciar-
se o processo de perda de sincronizagao.

A variedade de sincronizacao pode ser facilmente identificada em sistemas ligados
simétricos e, devido a essa simetria, persiste quando a forca de ligacdo diminui. Tal
nao acontece em sistemas ligados sem simetria. A impossibilidade de centrar o estudo na
dindmica invariante da variedade de sincronizacao é um dos motivos pelos quais é ainda

127
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pouco claro o modo como a perda de sincronizacao se manifesta qualitativa e quantita-
tivamente em ligacGes assimétricas, mesmo entre transformacoes que diferem apenas por
um desajuste paramétrico ligeiro. Uma abordagem alternativa ao estudo da variedade de
sincronizagao foi apresentada por Barreto et al. [10], baseado na evolugao da estrutura

orbital periddica instdvel do sistema ligado quando a forca de ligacao diminui.

Ao longo deste capitulo é estudada a dindmica de sistemas cadticos discretos bidi-
mensionais obtidos por ligagdo assimétrica. Na Seccao 3.1 apresentamos o estudo de
uma ligagdo que surge de forma natural a partir da familia de transformagoes quadréti-
cas complexas analiticas Z — o — Z2. A decomposicio em partes real e imaginaria de
cada transformacao resulta num sistema bidireccionalmente ligado de duas transformacoes
quadréaticas reais unidimensionais com parametros de controle distintos. O termo de li-
gacao obtido é proporcional ao quadrado da diferencga entre as varidveis dindmicas dos
sistemas componentes. Tanto quanto sabemos, esta ligacdo nao foi até agora objecto de
estudo. Com o objectivo de optimizar os resultados obtidos para esta ligagdo, também
aplicamos ao sistema ligado uma técnica de controle, que estende o conhecido método de
controle de caos de Ott-Grebogy-Yorke (OGY) [51], através de uma pequena perturbagao
do paradmetro de ligacao. Para evidenciar as desvantagens da auséncia de simetria no
sistema ligado, analisamos na Secgao 3.2 o caso particular de sistemas idénticos bidirec-
cionalmente ligados que, ao que sabemos, também nao foi ainda estudada. Nas Secgoes 3.3
e 3.4 consideramos a generalizacao desta ligacao assimétrica ao uso de dois pardmetros de
ligagao diferentes, entre transformacgoes idénticas e nao-idénticas, respectivaente. Final-
mente, na Sec¢ao 3.5, estudamos a configuragao unidireccional respectiva. As abordagens

computacionais apresentadas sao confirmadas pelo estudo analitico efectuado.

Todos os resultados apresentados nesta primeira seccao tém por base o modelo uni-
dimensional fornecido pela familia de transformacoes quadréticas f(z;a) = a — 22, onde
a € o parametro real de controle. Esta familia, cujo comportamento dindmico tem sido
intensamente estudado na auséncia de ligacao, é um exemplo tipico no estudo de trans-
formacgGes nao-lineares e, em particular, de sistemas cuja dinamica evolui para comporta-
mento cadtico através de uma cascata de bifurcagoes de duplicacao de periodo por variacao

do pardmetro de controle a.

A anélise da estabilidade da sincronizacao baseia-se no cdlculo dos valores préprios da
equacao linearizada do sistema transversal e na estimagao dos correspondentes expoentes
de Lyapunov transversais. Para algumas das ligacoes sao obtidas condigoes simples que

garantem estabilidade transversal do estado sincrénico caético.
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3.1 Ligacao obtida da transformacao quadratica complexa
Considere a familia de transformacoes quadréticas complexas analiticas’
(3.1) Ini1=a—22, ZacC.

Efectue-se a decomposigao de (3.1) em partes real e imagindria. Designando Z =

X +Yiea=a + as, tem-se
Zni1=Xpi1 +Ypi1i= a1 +agi — X2+ Y2 - 2X, Y4,
pelo que

(32) {mzm e

Y1 =2 —2X,Y,,.
Conforme Isaeva et al. [25], as mudangas de varidveis

(3.3) r=X+pY e y=X-p4Y
e de pardmetros

(3.4) a=a1+ Bas e b=a; — PBasy,

onde 5 # 0 é uma constante arbitraria, transformam o sistema de equagoes (3.2) num
sistema de duas transformagdes quadréticas reais ligadas. De facto, resulta de (3.3) e
B4)que X =(z+y)/2,Y =(xr—vy) /268,01 = (a+Db) /2 e ag = (a— D) /203, pelo que o

sistema (3.2) pode ser reescrito como

Tpyl = 1—1—5271 24 (32 )2 (2L Yo ta
n+l = 2 462 n 4 462 Yn 2 262 nlYn

1Y 5, (1 -1\ , (1 1
n - n -9 __1_— - o Y ndn b
Yn+1 <4+4B2>wn+<2 462 >yn 2+262 TnYn +

A este sistema equivale a forma simplificada

2 2
Tpy1 = a—Ti + p(Tn — Yn)

3.5 n
(3:5) {yn+1=b—yﬁ+p(xn—yn)2

em que p = (1 + 62) /43%. Considere (3.5) como o sistema ligado das transformacoes

quadréticas unidimensionais f (z;a) = a — 2% e g (y;b) = b — y? nas varidveis dinamicas

'o conjunto de valores paramétricos o para os quais as iteragoes do ponto critico z = 0 ndo convergem
para infinito é o conjunto Mandelbrot, um dos fractais mais conhecidos [14].
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reais x e y, respectivamente, em que p tem o papel de pardmetro de ligacao. Para qualquer
escolha de 3 # 0 o parametro de ligacao p é positivo e superior a 1/4. No entanto, moti-
vados pelas observacoes em [25] relativas a nimeros complexos generalizados, é admissivel
considerar p a tomar valores reais quaisquer.

Excepto no caso particular em que a = b, tem-se em (3.5) uma ligagdo assimétrica
resultante do desajuste entre os pardmetros de controle a e b. Tendo como objectivo
a sincronizacao de caos, a e b sao tomados na regiao paramétrica onde a dindmica das
transformacgoes quadriticas é cadtica.

Ao contririo do que é usual em configuragao bidireccional, o termo de ligagao é o mesmo
em cada subsistema. Sendo proporcional ao quadrado da diferenca entre as varidveis
dindmicas, o termo de ligagdo admite o termo misto —2z,¥y,, 0 que nao se verifica na ligagdo
usual por termos quadriticos ou na ligagao dissipativa externa generalizada. Atendendo
& presenca de um termo misto, pode considerar-se que esta ligagao apresenta algumas
semelhancas estruturais com a ligacao dissipativa interna generalizada.

Até ao final deste capitulo, o pardmetro de controle a é considerado superior ao ponto
de Misiurewicz a* ~ 1.565 (Fig. 3.1), garantindo comportamento caético das transfor-
magoes que se ligam, e alguns dos valores paramétricos escolhidos para concretizar o
estudo analitico sao motivados pela abordagem computacional que s6 é apresentada pos-
teriormente. Até ao final deste capitulo os valores numeéricos sdo apresentados apenas com
quatro casas decimais, embora os calculos tenham sido efectuados com dez. Os valores

numéricos sao apresentados apenas com quatro casas decimais.

3.1.1 Andlise da dindmica do sistema ligado

O sistema ligado (3.5) corresponde & equacao as diferencas (zp+1, Yn+1) = F (Tn, Yn),

onde F ¢é a transformagéo bidimensional definida por

(3.6) F(w,y)Z(a—w2+p(w—y)2,b—y2+p(w—y)2>-

Considere a ligacao bidireccional em (3.5) com valores paramétricos a = 1.87 e b = 1.97

superiores a a*.

Os pontos fixos de (3.5) sao as solugoes da equagao F(z,y) = (x,y), a qual é equivalente

1.87+ (2p — 1) w? +0.25 4+ 0.1p = +2pwv/w? + 0.1
y=—0.5+vw?+0.1,
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Figura 3.1: Diagrama de bifurcacio da transformacio quadratica f(z) = a — 22

com w =z + 1/2. Tem-se entdo o sistema

(1 —4p) w* + (4.0538p — 4.24) w? 4 (2.12+ 0.1p)*> =0
y=—-0.5++vw?+0.1

nas varidveis w? e g, donde se conclui que, para p # 1/4, w? pode tomar qualquer uma

das expressoes

B
w?=A+ =+

4

2 2 1/2
as B, (348+04p)
4 16 (4p — 1) ’

com A = (1.87 —3.64p) /(1 —4p) e B=(1—2p) /(1 —4p). Excluindo as solugoes resul-
tantes de elevar ao quadrado, conclui-se que as coordenadas x e y dos quatro pontos fixos

de (3.5) sao obtidas das expressoes
1 B 8.48 + 0.4p)° B\?\ " "
xi’i:f_j: A+_i(u+</l+_>>

2 1 16 (4p — 1) 1

1/271/2

1 B | [ (848 +0.4p)* B\?
=+ [01+A+ = | (A4
Y+, & 5 0.1+ A+ 1 < 16(dp— 1) + + 1
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Por outro lado, se (z,y) é ponto fixo de (3.5) entdo também (—x —1,—y —1) o é. De

facto, se F(z,y) = (z,y) tem-se F(—z — 1, —y — 1) dada por

(187 = (-2 = 1)+ p(—a+9)*, 197 = (<y = 1+ p(~z +1)°)
(1 — 224+ p(x )272x71,1.977y2+p(:c7y)272y71)
= (z—-2z—-1l,y—-2y—1)=(—x—-1,—y—1).
Para p = 1/4 os pontos fixos de (3.5) sdo (—1.9561, —1.9900) e (0.9561, 0.9900).
H& que verificar a boa definicdo destes pontos fixos como nimeros reais. Sempre que

a abcissa estd bem definida como numero real, o mesmo acontece com a ordenada. Se

4p — 1 > 0 apenas hd que exigir a desigualdade

1/2
8.48 +0.4p)%  (8.48 — 16.56p)> B 8.48 —16.56
(3.7) ( P ) <Ay =220 0000
16 (4p — 1) 16 (1 — 4p) 4 41 —4p)

Se 8.48—16.56p < 0, ou seja, p > 8.48/16.56 = 0.5120772, esta condigao apenas é verificada
pelas abcissas x4 +. O mesmo se verifica se p = 8.48/16.56 e se 1/4 < p < 8.48/16.56.
Conclui-se entao que para p > 1/4 o sistema (3.5) tem apenas os pontos de abcissas x4 1

como pontos fixos. Se 4p — 1 < 0 ha que exigir, além de (3.7), também a desigualdade

(8.48 +0.4p)*  (8.48 —16.56p)>
16 (4p — 1) 16 (1 —4p)*

Esta condigao é verificada sempre que p > —301.2096/0.64 = —470.64. H& que analisar
entao a condigao (3.7) nesta variagdo paramétrica. Como p < 1/4 < 8.48/16.56, tem-se
8.48 — 16.56p > 0, pelo que o lado direito de (3.7) ¢ positivo. A condigao (3.7) ¢é verificada
para T4 + e, para x_ 4, ¢ equivalente a 4p—1 < 0. Como tal, ela é verificada para qualquer
das abcissas x4 1. Conclui-se entdo que para —470.64 < p < 1/4 o sistema (3.5) tem os

pontos de abcissa x4+ 4+ como pontos fixos. Para p < —470.64 o sistema nao tem pontos

fixos. Por exemplo, para p = —0.39 < 1/4 os pontos fixos obtidos sao
P(z—_,yy—) = 1.3933,0.4476)
Py(x4 +,y++) = (0.9558,0.9898)

( ) (-

( ) (

(T 4,y_+) = (—1.9558,—1.9898)
(4 ) (0.3933, —1.4476) .

==

Y
Para p = 0.39 > 1/4 os pontos fixos obtidos sao apenas

P} (x4 4, y4.+) = (0.9561,0.9901)



PQ/ (—(E+7+ - 1, Y+ — 1) = (—19561, —19901> .
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A estabilidade dos pontos fixos pode ser determinada pelo estudo dos valores préprios

da matriz Jacobiana de F

(3.8)

2p(z—y) — 2z

2p(y — )

P —Y

—2y —2p(z —y)

As expressoes gerais dos valores préprios,

(3.9) Ay =

—z —y £ (2° +y* — 22y — 4pz® + 8pxy — dpy®

)1/2

)

mostram que estes ndo dependem dos valores tomados para a e b mas apenas de p. Seja
> 2) 1/2

1/2 1/2
1i2<A+§—C> e <i+A+——C) i%

oo ((8.48 +0.4p)°

B
A —_
16 (4p—1) *( +

4

Designe as expressoes

4 10

B
4

por Gie H., respectivamente. Designe ainda as expressoes

10

por Jie K, respectivamente. Considere os pontos fixos

1/2
1i2<A+§+C’> e <i

B

1/2 1

Pl(z-—ys-), Polwstyea), Pile—sy-4) e Pileg - y--)

para as variagoes paramétricas em que estes existem, P} e P3 para p < 1/4 e P> e Py para

p # 1/4. Os valores préprios para cada um destes pontos, obtidos de (3.9) sdo os que

constam da Tabela 3.1.

| Pontos fixos ‘

Valores Préprios

PG j2H) | S [(1 _4p) K i G ) P HEH 72
P (-T2 K) | T oK x [(1 _4p) KJI +K_) N +K2”1 :
Py(Jo)2-K,) | Ko+25+ [(1 _4p) KJT: B K+> . Kinl 2
Py~ 2, 1) | Hy o+ G [(4;) ) [<H+ B GT> o Hi” 7
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Sistema ligado

-0 08 08 07 08 08 04 03 02 0.1 0o 0.1 02 03 04 0s

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacdo do sistema ligado (3.5) para p € [—1.0,0.5] com
a=187eb=1.97

Tabela 3.1: Valores préprios relativos aos pontos fixos do sistema ligado

A partir dos pontos fixos e valores préprios da Tabela 3.1, substituindo para diferentes
valores de p, obtem-se toda a dinamica do sistema ligado (3.5). O diagrama de bifurcagao
(Fig. 3.2) permite visualizar o comportamento global do sistema (3.5) quando o parametro
p varia. Sao visiveis janelas de regularidade (6rbitas periddicas estaveis) assim como regioes

de comportamento quase-periédico e de comportamento cadtico.

3.1.2 Estabilidade local da sincronizacao

A diferenga y — = para o sistema ligado (3.5) evolui pela equagao as diferencas
Yn+l — Tntl :b—a—l—m%—yi

que nao depende da forga de ligagao p.
Com vista a estudar a estabilidade transversal do atractor caético A do sistema ligado
(3.5), considere novas varidveis

(3.10) u=-(x+y) e v==(y—x)

N

que definem, respectivamente, a direc¢do de sincronizagao e a direccao transversal a esta.
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Obtem-se entdo . = (u —v) /2 e y = (u+ v) /2 e (3.5) é reescrito como

1
un+1=a+b—§(u%+v%)+2pvfl

Uptl =b—a — upvn.

Para a = 1.87 e b = 1.97 tem-se o sistema transversal
Uny1 = 3.84 — 0.5 (u2 +v2) + 2pv3
Unt1 = 0.1 — upvp.

Os pontos fixos do sistema tranversal, as solugoes de

{ 3.84 - 0.5 (u2 + U2) +200% =u

0.1 —uv =,

sdo P/ (u,v) de coordenadas

1/2
4.34 18.8356 0.01 \ 21" 1
— e u= -1
( 10v

+ JE—
1—4p 1—4p)? 4p-—1

e P} (—0.1/v — 1, —v) (obtido das mesmas coordenadas), que estdo definidos como nimeros
reais para p > 1/4 e para —470.64 < p < 1/4. Para p = 1/4 os pontos fixos sdo
(—3.9461, —0.3394) e (1.9461, 0.3394).

A matriz Jacobiana

J(u,v):[

da transformacao bidimensional

—u —v+4pv
—v —u

1
G(u,v) = <3.84 ~3 (u2 + v2) +2p0%,0.1 — uv) ,
definida pelo sistema transversal, tem por valores préprios
AL = —u=£/v2(1—4p).

Se p < 1/4 os valores préprios sdo numeros reais. O ponto fixo Pj (u,v) é instdvel pois a

condicao
Al = |u— VT A= 4p)| < 1,

equivalente a

0<0.1/v++/v2(1—4p) <2,
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¢ impossivel. De facto, a desigualdade

0.1/v + y/v2 (1 —4p) >0,

equivalente a /T —4p > —0.1/ (Jv|v) = —0.1/v? (v > 0) nunca & verificada. Assim, pelo
menos um dos valores préprios relativos tem mdédulo superior ou igual a 1. O ponto fixo

P} (—0.1/v — 1,—v) é instdvel pois a condigao

] = |—u+ VPO =40)| < 1,

equivalente a
1
-2< m+\/v2(1f4p) <0,

tem 0.1/v+ /02 (1 — 4p) < 0 como condigao impossivel (v > 0). Como tal, pelo menos um
dos valores préprios tem moédulo superior ou igual a 1. Se p > 1/4 os valores préprios sao
niimeros complexos. Para qualquer um dos pontos fixos a expressio v2 (1 — 4p) traduz-se
em 4.34 + (18.8256 + 0.04p)'/2. Dado que p > 1/4 tem-se

v2 (1 —4p) = \/4.34 + (18.8256 + 0.04p)'/% > 2.9461.
Para P (u,v) a condi¢ao

] = |—u— VT A= 4p)| < 1,
equivalente a
0<0.1/v++/v2(1—4p) <2,
é impossivel. De facto a desigualdade 0.1/v+ /v? (1 — 4p) < 2 nunca é verificada (v > 0).

Para P; (—0.1/v — 1, —v) a condigao

Al = |—u+ VPO =40)| < 1,

equivalente a
—2<0.1/v+ v?2(1—4p) <0,

é impossivel. De facto a desigualdade 0.1/v+ +/v? (1 — 4p) < 0 nunca é verificada (v > 0).
Assim, pelo menos um dos valores préprios relativos a cada ponto fixo tem médulo superior

ou igual a 1.
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A Tabela 3.2 apresenta os pontos fixos do sistema transversal, P| e P}, e os respectivos

valores préprios para o pardmetro de controle p = —470.64 e p = 0.25.

p=0.25
(1.9799,0)

Pluv), A | p=—47064
P[(0.1/v—1,0) | (1.0832,0.4800)

| | |
I P} (=0.1/v — 1,—v) | (—3.0832, —0.4800) } —3.9799,0) }
| A" | 3.2567 | —1.9799 |
| A | 54232 | —19799 |
| A | 7.4232 | 39799 |
| e | 1267 | 39799 |

Tabela 3.2: Pontos fixos P! (u,v) e valores préprios Af parai=1,2

A ndo existéncia de pontos fixos estédveis no sistema transversal implica que nao é esperada

sincronizacao localmente estével dos sistemas pela ligagao em (3.5).

Por outro lado, o sinal do expoente de Lyapunov transversal determina a estabilidade
da sincronizagdo. Se A\, < 0 as oscilagoes sincrénicas sao transversalmente estdveis e se
Ay > 0 as oscilacGes sincrénicas sao transversalmente instdveis. Verifica-se que o expoente
de Lyapunov transversal, assim como o tangencial, é positivo (Fig. 3.3). Para obtengao
da Figura 3.3 tomaram-se up = 0.15 e vg = 0.05. Como tal nao é alcangada sincronizacao

estdvel para estas forcas de ligagao.

3.1.3 Abordagem computacional

Considere no sistema ligado (3.5) os paradmetros de controle a = 1.87 e b = 1.97.

A abordagem computacional efectuada para os diferentes valores de p, em passo de
uma décima, a partir de condigoes iniciais zp = 0.1 e yo = 0.2 (N = 2000 iteragoes),
mostra que nao é alcangada sincronizacao. Observa-se ainda que, além da nao existirem
valores de p para os quais a diferenca y — = entre as varidveis tende para 0, esta diferenga
nao fica sequer restringida a um intervalo de amplitude inferior a 1. Como tal, também
nao é alcangada sincroniacao pratica no sentido de Kapitaniak.

No entanto, sempre que p € [—0.39,0.24] a diferenga y—z fica restringida a um intervalo

limitado (considerando o passo de uma centésima). Tem-se entao a nota seguinte.

Nota 1 Para cada p € [—0.39,0.24] existe um intervalo limitado I. (p) de variag¢io da

diferenca y — x. Ndo € alcancada sincronizagdo prdtica pois a amplitude do intervalo
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Sistema transversal
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Figura 3.3: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal versus p para p € [—1.0,0.5]
coma=187eb=1.97

z

é superior a 1 (entre 4.59 e 36.78) para todo o

€ [—0.39,0.24]. Se p = —0.39 entao a diferen¢a y — x varia no intervalo I, (—0.39) =
|—2.40,2.19] de menor amplitude, 4.59, mas nao ha evidéncia de estabilizagao (Fig. 3.4
a,b).

I. (p), que aumenta quando p aumenta,

Em p = —0.40 e p = 0.25 a diferenga y — z explode para infinito.

Considere o grafico dos expoentes de Lyapunov de (3.5) em fungéo de p obtido com
as condicoes iniciais acima indicadas e N = 500 iteracoes (Fig. 3.5). Os expoentes de
Lyapunov de um sistema sao uma medida dindmica de caos que mede a separacao das
orbitas de condicbes iniciais préximas quando este evolui. Observa-se a existéncia de
pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, caracteristico de comportamento caético.
Além disso, considerando p a tomar valores num intervalo que contem [—0.39,0.24], o
grafico apenas apresenta valores (significativos) para p neste intervalo. Isto confirma o
estabelecido na Nota 1, o intervalo de valores de p para o qual existe um intervalo limitado
I (p) de variacao da diferenca y — x.

O estabelecido na Nota 1 também é evidenciado pelo diagrama de bifurcagdo em funcao
de p (Fig. 3.2) para as mesmas condigOes iniciais e nimero de iteragoes. Observa-se

uma mudanga significativa no diagrama quando os valores de p se situam no intervalo
[—0.39,0.24].



a=1.87, b=1.97, parametro de ligagao -0.39
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Figura 3.4: Ligacao bidireccional em (3.5): (a) séries temporais, (b) atractor caético
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Figura 3.5: Expoentes de Lyapunov do sistema ligado (3.5) versus p para p € [—1.0,0.5] D

[—0.39,0.24] com a = 1.87 e b=1.97



140

expoentes de Lyapunov
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Figura 3.6: Evolugao dos expoentes de Lyapunov do sistema ligado (3.5) para a = 1.87,
b=1.97ep=—0.39

3.1.4 Sincronizagao por controle de caos

Considere em (3.5) os parametros de controle a = 1.87 e b = 1.97. Conforme a
Nota 1, para p = —0.39 é obtido o intervalo I. (—0.39) = ]—2.40,2.19[ de variagdo da
diferenca y — x de amplitude minimal. Como se pode visualizar pela Figura 3.4a, as séries
temporais de (3.5) revelam comportamento caético para os valores paramétricos em causa.
Para reforcar esta observacao, consideram-se os expoentes de Lyapunov para o atractor
cadtico A de (Fig. 3.4b) com p = —0.39, e confirma-se que se tornam positivos a partir

de certo nimero de iteracoes (Fig. 3.6).

Fixados os valores paramétricos acima indicados, aplique-se entao a (3.5) uma adap-
tagao da técnica de controle colocagao dos pélos desenvolvida por Romeiras et al. [72], que
estende o método de controle de caos OGY [51], com o objectivo de diminuir a diferenga
1y — x e obter sincronizacdo. A dependéncia sensivel as condic¢bes iniciais que caracteriza os
sistemas cadticos permite que tal seja possivel sem alterar a natureza do sistema contro-
lado (3.5). Considera-se a estabilizacdo de um ponto fixo instdvel mergulhado no atractor
cadtico A, aplicando pequenas perturbacoes temporais adequadamente escolhidas num
parametro acessivel do sistema ligado (3.5), de modo que a 6rbita cadtica correspondente

a esse ponto seja convertida numa érbita estével contida em A (Fig. 3.4b).

Apresentam-se na Tabela 3.3 os pontos fixos de (3.5), e os respectivos valores préprios,
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quando p = —0.39.

P,
Py (—1.3933,0.4476)
)

| AN A
|

| P (0.9558,0.9898)

|

|

|

| 3.8913 | —2.0000 |
| —1.8913 | —2.0000 |
|
|

P35 (—1.9558, —1.9898
Py (0.3933, —1.4476)

4.0000 | 3.8913 |
3.9999 | —1.8913 |

Tabela 3.3: Pontos fixos P;, ¢ = 1,...,4, e respectivos valores préprios

Todos os pontos fixos sdo instdaveis dado que os respectivos valores préprios tém mddulo
superior a 1.

Considere no procedimento de controle a estabilizagdo do ponto fixo instdvel P» de
coordenadas (x4, ys) = (0.9558,0.9898). Dos quatro pontos fixos, apenas P35 nao é signi-
ficativo por ndo conduzir ao atractor caético A (Fig. 3.4b). Como parametro de controle
de caos, usa-se a forca de ligagao p, considerando que esta é acessivel a pequenos ajustes
externos, embora restringida a tomar valores num intervalo de pequena amplitude é em
torno de py = —0.39,

lp—pol=1p+039 <4, &>0.

Como se expoe de seguida, é possivel encontrar uma lei de controle feedback local estabi-
lizadora, definida numa vizinhanca V' da orbita estdvel desejada, considerando a aproxi-
magao de primeira ordem de (3.5) na drbita do ponto fixo instédvel P, escolhido. Logo
que a érbita de P» esteja na vizinhanca V', o que é garantido pela natureza ergédica da
dinamica cadtica de (3.5), é aplicada essa lei com o objectivo de a dirigir para uma 6rbita
estavel.

A transformacao F definida em (3.6) pode ser aproximada na vizinhanga do ponto fixo

P; pela transformacao linear

Tntl — Tk Ty — Ty
~ DF (T4, Ys) - +A-[p—
[ynﬂy*} (T4, Ys) [yny] [0 — po]

onde A é a matriz Jacobiana de F relativamente ao pardmetro de controle p também

calculada no ponto P, e para o valor nominal —0.39. Tem-se entao

Yn+1 — 0.9898 0.0264 —2.0061 yn — 0.9898

0.0011
[ 0.0011 ] e =pol-

{ Tn+1 — 0.9558 } - { —1.8852 —0.0264 } . { Tpn — 0.9558 ]
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H4 que verificar se o sistema é controldvel. Um sistema dindmico de dimensao n é
controlavel se existe uma matriz H de ordem 1 x n tal que DF (x4, y.) — AH tem valores

préprios arbitrarios em funcao de H. Tal é possivel se rank(C) = n com

C= {A : DF (2., 14) - A : [DF (24, 5)]> - A ... : [DF (4, 5)]" " - A} .
A matriz C diz-se a matriz de controlabilidade. Neste caso tem-se
0.0011 —0.0022

C=[A:DF (z.,y.) Al = [ 0.0011 —0.0022 }

de caracteristica 2, logo o sistema é controldvel.

Assumindo uma lei de controle feedback linear para o parametro p da forma

(3-11) lp—po) = —H- [ S }

onde H = [ hi heo ] de ordem 1 x 2, entdo a transformacao linear vem dada por

[xnﬂ—x* } ~ [DF (z,,y.) — AHJ. [ o — 4 ]

Yn+1 — Yx Yn — Yx
Sendo
[ 0.0011 [ 0.00112; 0.0011hs
AH= [ 0.0011 } ke ] = [ 0.0011h; 0.0011hy ] ’

tem-se entao

Tni1 — 0.9558
Yns1 — 0.9898

—1.8852 — 0.0011h; —0.0264 — 0.0011hy | | xp —0.9558
0.0264 — 0.0011h;  —2.0061 — 0.0011hg yn —0.9898 |-

Isto mostra que o ponto fixo é estdvel desde que a matriz DF (z., y.) — AH seja assimptoti-
camente estdvel, ou seja, desde que todos os seus valores préprios tenham mdédulo inferior
a 1. Os valores proprios A{LZ da matriz DF (z.,y.) — AH dizem-se os pdlos regulares e o
problema de colocar estes polos na localizagao desejada, escolhendo a matriz H a partir
das matrizes DF (x.,y«) e A dadas, diz-se o problema de colocagao dos pélos. Se a matriz
de controlabilidade C tem caracteristica 2 entao este problema tem uma solucgao tnica. A

solucao é dada por

(3.12) H=[a—8; a;—p; |- T
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onde (3; e B4 sdo os coeficientes do polindmio caracteristico de DF (4, ys), a1 € a2 sdo os

coeficientes do polinémio caracteristico desejado de DF (z,,y,) — AH e T = CW com

wo[ %]
De
Det [DF (x4, ys) — Alo] = A%+ A+ B,
= A?+3.8913A + 3.7827
obtem-se

B1=—(A14+A2) =38913 e f[y=A1Ay=3.7827,

onde Aj e Az sdo os valores proprios da matriz DF (z4, y«). Como tal

3.8913 1
w_[ ‘ 0]

Analogamente, de
Det [DF (T4,ys) — AH — A,IQ] = (A')2 + o N + ay

tem-se

011:*(/1+A/2) e 012:/\/1 /2,

onde A} e A} s@o os valores préprios da matriz DF (z,ys) — AH.

Dado que a inversa de

T— CW — { 0.0011  —0.0022 ] _ [ 3.8913 1 }

0.0022 0.0011
0.0011 —0.0022 1 0

0.0022 0.0011

é dada por

T1_ —11903.2868 —12779.9197
| —24431.8230  25299.5280

a equagao (3.12) vem como

—11903.2868 —12779.9197

_ I Al Y VA VA X
H=[ Ahy = 3.7827 —Aq = A — 38913 | [—24431.8230 25299.5280

Como tal os elementos hi e hy da matriz H sdo

hy = —11903.2868 A1 A5+24431.8230 (A} 4+ A5) + 140100.1318
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hy = —12779.9197A7 Al — 25299.5280 (A} + A}) — 50106.7117.

Visto que o sistema ligado (3.5) é nao-linear, a aplicacdo de controle apenas ¢ bem
sucedida numa vizinhanca V suficientemente pequena em torno do ponto fixo P». Designe-
se por B a matriz produto de H pela transposta de [ Tntl — Tk Yntl — Ys ] Atendendo

ao desvio méximo ¢ permitido a partir de p, = —0.39 e a equagao (3.11), tem-se
Su = {(2n,yn) € R?* | detB < &}

como o dominio no qual se aplica (ao qual estd restringido) o controle. O dominio Sg
define uma faixa, de largura 2§/ det B, de pontos (z,,y,) para os quais se activa a lei
de controle (3.11), enquanto para pontos (zn,y,) fora de Sy o parametro de controle p
mantém o valor nominal py.

Qualquer escolha de pdélos regulares no interior do circulo unitédrio serve os objectivos
de controle. Embora existam muitas escolhas possiveis da matriz H, é razodvel escolher
H de tal modo que todos os valores préprios A} e A, de DF (z,y.) — AH sejam nulos.
Desse modo, o objectivo é alcancado pelo menos apés N iteracoes e é obtida uma érbita
periddica estavel fora da evolugao cadtica da dinamica.

Escolha-se entao a matriz H que verifica A] = A}, = 0. Tem-se Aj + AL, =0e AJA, =0
pelo que

H=|h hy|=[140100.1318 —50106.7117 |.

Para estes valores de hi e hy fica garantida a estabilizacao da drbita cadtica. Esta esta-
bilizagao é equivalente & obtencao de sincronizagao pratica do sistema ligado (3.5), a qual

nao ¢ imediata sem controle de caos (Fig. 3.4 a,b).

3.2 Caso particular da ligagao entre transformacoes idénti-
cas

Considere no sistema ligado (3.5) o caso particular em que os pardmetros de controle

satisfazem a = b,

2

(313) { Tp+l1 = a — .1'% + p(mn - yn>2
Yn+1 :a*yg+p(l‘n*yn) .

Pretende-se estabelecer a comparacao desta ligagao de sistemas idénticos, onde hd simetria,

com a ligagao anterior com auséncia desta.
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O sistema corresponde a equacao as diferengas (zp+1,Yn+1) = F (Zn,yn), onde F é a

transformagao bidimensional definida em (3.6) com a = b,

2

F(x,y) = (a—w2+p(w—y) ,a—y2+p($—y>2)-

3.2.1 Andlise da dindmica do sistema ligado

Considere a > a* ~ 1.565. Os pontos fixos do sistema ligado (3.13), as solucoes de

F(z,y) = (z,y), sao

1 /1 21 1/2
(3.14) Py (z1,y1) = §+<Z+a> ’§+<z_l+a>

(3.15) Py(zg,y2) = (—% - (i + a) 1/2 7 —% - <i + a) 1/2)

sobre a diagonal principal z =y e, para p # 1/4, também

1 (1 a+p\Y* 1 (1 a+p\*?
P = | == Z_ N

e
1 (1 a+p\"? 1 /1 a+p\Y?
P, =|l—=—-1|=- —= - — .
Nota-se que as coordenadas de cada ponto fixo F;, i = 1,2, 3, verificam z;11 = —x; — 1
e yi+1 = —y; — 1. Os pontos P; e P5, que nao dependem do pardmetro de ligagao p, estao

bem definidos como numeros reais dado que a > —1/4. Os pontos P; e Pj estdo bem
definidos como nimeros reais para p < 1/4 visto que a > —1/4 (também para p > 1/4
quando a < —1/4). Por exemplo, para a = 1.97 > —1/4 e p = —338.29 < 1/4 os pontos
fixos sao

P1(0.9899,0.9899), P5(—1.9899, —1.9899)
P3(—0.4595, —0.5404) e Py (—0.5404, —0.4595).

Continuam vilidas as expressoes em (3.9) para os valores préprios da matriz Jacobiana
de F. No entanto, o cdlculo a partir de (3.8) de DF(P;) e DF(P,),

1 -1+ 4a 0 1++1+4a 0
0 1—1+4a 0 14++v1+4da |




146

respectivamente, permite obter de imediato a expressao dos valores préprios respectivos.
O ponto fixo P; é sempre instavel para os valores de a em estudo, pois o valor préprio real
(note que a > —1/4) 1 — /1 + 4a, de multiplicidade algébrica 2, tem médulo inferior a 1
apenas para —1/4 < a < 3/4. O ponto fixo P, é sempre instavel, pois o valor préprio real
1 + /1 + 4a, de multiplicidade algébrica 2, tem médulo superior ou igual a 1 para todo

a > —1/4. Para os pontos fixos P3 e Py tem-se

DE(P __1+(2p—1)\/17A —2p/1— A 1

(Fs) = 2pv/I— A 1—(2p—1)VI—4 |

‘ DE(PL — [ 1-(2p—-1)V1I-A4 2pv/1— A 1
(Fa) = —2pVT— A4 1+ (20— 1)VI—4 |

respectivamente, em que A =4 (a + p) /(4p—1). As duas matrizes tém os mesmos valores

proprios, os nimeros reais (note que a > —1/4 e p < 1/4)

Ar=1++/(1—4p)(1—A).

Dado que o valor préprio Ay tem mdédulo superior ou igual a 1, os pontos fixos Ps e Py sao
sempre instdveis. Conclui-se assim que o sistema ligado nao possui pontos fixos atractores.
Segue-se o diagrama de bifurcacao (Fig. 3.7) de (3.13) para p € [—350,10] com a =

1.97, que evidencia o comportamento caético do sistema ligado.

3.2.2 Estabilidade local da sincronizacao
Seja a > a* ~ 1.565. A evolugao da diferenca y — x para o sistema ligado (3.13) é
descrita pela equacao as diferencas
Yn+1l — Tp41 = Sﬂi - Z/z
que nao depende da forga de ligacao p. A equagdo yn+1 — Tn+1 = 0 € equivalente a
(3.16) Yn =Tn NV Yn = —Tn,

Tomando condigbes iniciais zg e yo que verifiquem uma das condigoes (3.16), obtem-se

sincronizacao assimptética para uma ampla variagao dos parametros de ligagao.
Conforme mostra a andlise da diferenca y — x entre as varidveis, e é confirmado pelas

simulacées computacionais que se relatam em secgao posterior, é vilida a proposicao

seguinte.
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Sistema ligado
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Figura 3.7: Diagrama de bifurcagdo do sistema ligado (3.13) para p € [—350,10] com
a=197

Proposicao 3.2.1 Fizados um valor de a e condi¢des iniciais xo e yo tais que yo = —xq,
existe um intervalo I(a,xo,yo) de valores de p para os quais é alcangada sincroniza¢do

assimptdtica estavel em (3.13).

Considere a equagao as diferencas (Zn+1, Yn+1) = F (2, yn) correspondente ao sistema
ligado (3.13). Esta equacdo é T-invariante relativamente & transformagao linear T : R? —
R? definida por T (z,) = (y,z),

T ("En—i-h yn+1) =F (T ("Em yn)) .

A transformagdo T revela a existéncia de simetria na ligacdo em (3.13). Como tal, é

possivel considerar o subespago invariante da equagao (Zn+1,Yn+1) = F (2, yn) dado por
M= {(z,y) eR* |z =y},

designado por subespaco T-invariante, e o seu subespaco T-invariante transversal.

Para analisar o comportamento das soluges no subespago T-invariante M e no subes-
pago transversal a M, considere as varidveis (3.10) que definem a direc¢ao de sincronizagao
u que caracteriza M e a direcgdo v transversal a esta. Nesta mudanca de varidveis sao
validas as relagoes x = (u —v) /2 e y = (u+v) /2 e (3.13) & reescrito como

Upt1 = 20 — % (u?L + U?L) + 2pv2
(3.17)

Untl = —UpUp.
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Resolvendo o sistema de equacoes

1
20 — = (u? + %) + 2% = u
(3.18) 3 ( ) +2

—Uuv ="v

obtém-se os pontos fixos do sistema tranversal (3.17). Obtem-se da segunda equagao de
(3.18) que (u+ 1)v = 0. A anulagao de v corresponde & sincronizagao entre as varidveis
e y, embora a trajectéria se situe na direccao de sincronizacao u. Tem-se entao os pontos

fixos sincronizados (v = 0)
P{ (u1,v1) = (—-1+V1+4a,0) e P;(ug,v2) = (—1—+v1+4a,0)

definidos como nimeros reais para qualquer valor de p (note que a > —1/4). Nota-se que

o sistema transversal (3.17) tem ainda os pontos fixos

P} (g, v5) = (—1,/(T+4a) / (1~ 49))

Py (ug,v0) = (1, /(1 +4a) /(1= 4p))
para p < 1/4 visto que a > —1/4 e (também para p > 1/4 quando a < —1/4).

A matriz Jacobiana

—v —Uu

J(u,v):[

da transformacao bidimensional

—u —v+4pv }

1
H(u,v) = <2a ~3 (u2 + v2) + 2p02, —uv> ,

definida por (3.17), tem por valores préprios

Ay = —u+ /02 (1—4p).

No entanto, num ponto fixo sincronizado tem-se
—u 0
J p—

wo = 5 5
com um tnico valor préprio de multiplicidade algébrica 2, o nimero real —u. O ponto fixo
P} é sempre instavel pois o valor préprio 14++/1 + 4a de J (ug, 0) verifica !1 +V1+ 4a| >1
para todo a > —1/4. A matriz J (u1,0) tem 1—+/1 4+ 4a como valor préprio e o seu médulo
é inferior a 1 apenas quando —1/4 < a < 3/4. Como tal o ponto fixo P| é sempre instavel

para os valores de a em estudo.
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Observagao 2 A direc¢io u de up mantém-se estqvel para —1/4 < a < 3/4. O sistema
transversal (3.17) tem entdo um ponto fixo estavel para a € |—1/4,3/4], e qualquer que
seja a forca de ligacdo p, na vizinhan¢a do qual é esperada sincronizacdo idéntica dos
sistemas. Nota-se que neste intervalo de variag¢do de a, as transformagoes componentes do
sistema ligado (8.13) sao periddicas. Assim, é obtida sincronizagdo assimptdtica periddica
no sistema ligado (3.13), para qualquer for¢a de ligagao p, sempre que a toma valores no
intervalo |—1/4,3/4[ (Fig. 3.8 a-d). A Figura 3.8(a-d) mostra as simulagdes efectuadas
com N = 500 iteragoes e forca de ligagdo p = 0.01, para a = —0.24 e a = 0.74, a partir
de condigoes iniciais diferentes xo = 0.1 e yo = 0.2. Nota-se que o sistema ligado (3.13)
tem comportamento periddico quando a = —0.24.

A Tabela 3.4 apresenta os pontos firos > para estes pardmetros de controle.

| P a=-024 | a=0.74 |
| Pr(z1,51) | (—0.4000, —0.4000) | (0.4949,0.4949) |
| Py (22,y2) | (—0.6000,—0.6000) | (—1.4949, —1.4949) |
| Ps(z3,y3) | (—0.3979,—-0.6020) | (0.5155, —1.5155) |
| Py (z4,y4) | (—0.6020,—0.3979) | (—1.5155,0.5155) |

Tabela 3.4: Pontos fixos P; de (3.13), i =1,...,4 para a = —0.24 e a = 0.74

Paraa = —0.24 e a = 0.74 o sistema ligado (3.13) estabiliza no ponto fizo estavel Py (tem-
se o valor préprio 0.8000 quando a = —0.24, e o valor préprio —0.9899 quando a = 0.74)
sobre a diagonal principal, embora possua ainda os pontos fizos instdveis P;, i = 1,2, 3.

Em a = 3/4 o ponto fixo P| sofre uma bifurcagio de duplica¢io de periodo dado que
Ay = —1. Por esta bifurcagio o ponto fizo P| torna-se instdvel na direc¢ao transver-
sal v (tipo sela). Este ponto sela sofre ainda bifurca¢ées numa cascata de duplicagdo de
periodo e, para valores de a suficientemente grandes, é obtido caos sincronizado instdvel
mergulhado em caos assincronico.

Por outro lado, o estudo dos expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.17)
confirma o exposto. Para —1/4 < a < 3/4 o expoente de Lyapunov transversal, assim como
o tangencial, é negativo (Fig. 3.9). Para obtenc¢do da Figura 3.9 tomaram-se ug = 0.15 e
vg = 0.05. Sendo A\, < 0 as oscilagdes sincrdonicas sao transversalmente estdveis, ou seja,

é alcancada sincronizacao estdvel. Quando as oscilagoes cadticas sao sincronicas, o vector

?Nota-se que, para a = —0.24, os pontos fixos do sistema transversal sdo Pj = (—1.2000,0), P; =
(—0.8000,0), P3 = (—1,0.2041) e P; = (—1,—0.2041), pois @ > —1/4 e p é menor do que 1/4. Para
a = 0.74 os pontos fixos do sistema transversal sio P = (—2.9899,0), P; = (0.9899,0), P; = (—1,2.0310)
e Py = (—1,—2.0310), pois a > —1/4 e p é¢ menor do que 1/4.
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a=b=-0.24, parametro de ligagdo 0.01
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0.2 02F-——+—-———t—e—+———+
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a=b=0.74, parametro de ligagao 0.01
1
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x
>
>
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Figura 3.8: Ligacao bidireccional em (3.13): (a,c) séries temporais, (b,d) hiperplanos de
sincronizacao

proprio do expoente de Lyapunov tangencial \, é tangente ao subespaco simétrico x = y.

Sendo A\, < 0 as oscilagoes sdo periddicas.

Se o parametro de controle a toma valores que correspondem a comportamento cadtico,
o expoente de Lyapunov transversal, assim como o tangencial, é positivo apds um certo
nimero de iteragoes (do sistema transversal (3.17)) (Fig. 3.10). A Figura 3.10 foi obtida
com ug = 0.15 e vg = 0.05. Sendo A, > 0 as oscilagOes sincrénicas nao sao transversalmente

estdveis e nao é alcancada sincronizacgao estavel.

3.2.3 Abordagem computacional

Em primeiro lugar sao apresentados alguns gréficos que ilustram o estabelecido na
Proposicao 3.2.1 por andlise da diferenga y — x entre as varidveis = e y. Para tal foram
efectuadas simulagoes computacionais com N = 500 iteracgoes a partir de condigoes iniciais
diferentes considerando p em passo de uma centécima. Fixando a = 1.97, é alcangada
sincronizagao assimptética estdvel quando p € 1(1.97,0.1,—0.1) = [-98.74,0.74] (Fig.
3.12 a-b) sempre que 9 = 0.1 e yop = —0.1. Para valores de p fora deste intervalo,

observa-se explosao para infinito.
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Figura 3.9: Evolugao dos expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.17) para p =
0.0l ea=-0.24
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Figura 3.10: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.17) versus p para p €
[-10,1] e a = 1.97
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a=1.97, parametro de ligagdo 0.25
500 . . . . .
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Figura 3.11: Ligagao bidireccional em (3.13): (a) séries temporais, (b) atractor cadtico

Considerando condigoes iniciais diferentes zop = 0.11 e yg = —0.11 tem-se, para a =
1.97, o intervalo 1(1.97,0.11, —0.11) = [—81.56,0.66] C [—98.74,0.74]. Quando se aumenta
a diferenca entre as condigoes iniciais xg e yo = —xo, obtém-se intervalos 1(1.97, xo, —z0)
de valores de p de menor amplitude. Na Tabela 3.5 sao apresentados estes intervalos para

alguns valores de xy.

| o | 0.2 | 0.7 | 0.8 |99 |
| 1(1.97, 20, —x0) | [-24.49,0.37] | [-1.77,0.26] | [~1.29,0.25] | [0.24,0.25] |

Tabela 3.5: Intervalos I(1.97, g, —x¢) para diferentes valores de xy.

Para xy > 0.7, considerando o passo de uma décima, todos os intervalos I(1.97, zg, —x)
tém como extremo superior o valor p = 0.25. Para qualquer valor xzg > 9.9, considerando
o passo de uma décima, apenas é obtida sincronizacao para p = 0.25 (considerando o
passo de uma centésima), ou seja, tem-se 1(1.97, zo, —zo) = {0.25}. A Figura 3.11 mostra
os resultados de sincronizacao obtidos para xg = 500. Pelo exposto, conclui-se que estd
garantida a sincronizac¢do dos sistemas para p = 1/4 quaisquer que sejam as condigoes
iniciais simétricas, que distem entre si um valor tao elevado quanto se queira. Nao foi pos-
sivel, por enquanto, encontrar uma explicagao analitica para a obtencao de sincronizagao

localmente estdvel para qualquer valor de zy quando p toma o valor 1/4.
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a=b=1.97, parametro de ligagdo 0.74
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a=b=1.98, parametro de ligagdo 0.58

2 2 T - T

| | |

| | |
1 1tk —

| | |

>.<> | | |
o I T (- 4

> 0 v ! > 0 | | |

x | | |
-1 A —-—- 44— - e A |

| | |

| | |

_2 _2 1 1 1
0 5 10 15 20 25 2 -1 0 1 2

N X

Figura 3.12: Ligacao bidireccional em (3.13): (a,c) séries temporais, (b,d) hiperplanos de
sincronizacao

Uma pequena alteragao do valor de a traduz-se em alteragao do intervalo I(a,0.1, —0.1).
De facto, considerando a = 1.98 tem-se 1(1.98,0.1, —0.1) = [—99.08, 0.58] (Fig. 3.12 c-d)

O estudo da estabilidade local da sincronizagéao apenas conduziu a concluses em sin-
cronizagao periddica. Apresenta-se de seguida o estudo efectuado tomando a = 1.97 no
sistema ligado (3.13), um valor paramétrico que conduz a comportamento cadtico nas
transformagoes.

As simulagoes efectuadas com N = 2000 iteragoes a partir de condigoes iniciais difer-
entes z9 = 0.1 e yp = 0.2 mostram que, embora o sistema ligado (3.13) seja simétrico,
também neste caso nao sao encontrados valores de p para os quais a diferenca y — x tende
para 0. No entanto, para cada p € [—338.29,0.24] esta diferenca fica restringida a um
intervalo limitado (considerando o passo de uma centésima). A nota seguinte estabelece o
intervalo I de valores de p para os quais a diferenga y — x fica restringida a um intervalo

de amplitude inferior a 1.

Nota 3 Para cada p € [—338.29,0.24] existe um intervalo limitado I (p) no qual varia a
diferenca y — x. A amplitude do intervalo I. (p), entre 0.22 e 38.80, aumenta quando p
varia de —338.29 a 0.24. Para p € Ix = [—338.29, —14.77] a amplitude de I. (p) é inferior

a 1 sendo, portanto, alcangada sincronizagdo pratica para valores de p neste intervalo (Fig.
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a=b=1.97, parametro de ligacdo -338.29
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Figura 3.13: Ligagao bidireccional em (3.13): (a,c) séries temporais, (b) atractor caético

3.13 a-c). Se p = —338.29 entdo o erro de sincronizagdo e = y — x varia no intervalo
I. (—0.39) =]—0.11,0.11] de menor amplitude em torno de 0, 0.22 (Fig. 3.13 a,b).

Em p = —338.30 e p = 0.25 a diferenca y—x explode para infinito. Nota-se que, embora
a ligagao em (3.13) seja simétrica, a amplitude do intervalo I, (0.24) = |—19.41,19.39] é
superior & obtida acima para transformacoes nao-idénticas (com a = 1.87 ¢ b = 1.97 tem-se
I.(0.24) = ]—18.50, 18.28[). No entanto, a amplitude de I, (—0.39) ¢é inferior & obtida na
ligagao assimétrica (3.5).

A Tabela 3.6 apresenta o intervalo I, (p), de amplitude inferior a 1, para alguns valores

de p.

p | -31103 | =300 [ -100 | -20 |
I (p) | 1-0.11,0.11[ | ]-0.12,0.12[ | ]-0.20,0.20[ | ]—0.44,0.43] |

Tabela 3.6: Intervalos I, (p) de amplitude de inferior a 1

As variagoes para p expostas na Nota 3 sdo evidenciadas pelo diagrama de bifurcagao
(Fig. 3.7) e pelo gréfico dos expoentes de Lyapunov em funcao de p (Fig. 3.14) em
que se considera p € [—350,10] D [-338.29,0.24] com N = 500 iteracoes. Estas Figuras

confirmam a natureza cadtica de (3.13).
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Sistema ligado
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Figura 3.14: Expoentes de Lyapunov do sistema ligado (3.13) versus p para p €
[—350,10] D [—338.29,0.24] ¢ a = 1.97

3.2.4 Aplicagao de controle de caos

Segue-se um método para construgao de um controlador que estabilize a dindmica
cadtica do sistema sincronizado pela ligacdo em (3.13). Este método usa as propriedades
dos subespagos invariantes garantidos pela simetria de (3.13) e conta com a equagao varia-
cional

Up =uo+0n A vy =1v0+E,

para o sistema (3.18) que caracteriza os pontos fixos sincronizados (u,0).
A dinamica em torno de um ponto fixo (up,0) no subespago invariante M pode ser

descrita pelas equacétes as diferencas

(3.19) 5n+1 = —updy
e
(3.20) Eny1 = —U0En;

obtidas da matriz Jacobiana J (ug,0) pela relagao

-l S]]
€n+1 B 0 —Up &n ‘

Se o ponto fixo (ug,vg) € instével para a direccao u, a equagao (3.20) deve ser uma
equacao as diferencas instdvel. Para mudar esta estabilidade de caos sincronizado mer-

gulhado no atractor cadtico assincrénico, interessa obter um controlador que estabilize
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apenas a equacao (3.20) e mantenha livre a equagao (3.19). Tal pode ser conseguido por
um método andlogo ao método OGY [51] sobre o principio do controlador, o que constitui
uma redugao do problema da sincronizagao a estabilizacao para a origem da equagao as
diferengas unidimensional (3.20). Este método é conceptualmente diferente e mais geral
pois suprime a dindmica dos subespacos invariantes instdveis.

Estando o parametro p presente no lado direito do sistema (3.17), aplica-se o controle
da equagao as diferengas (3.20) na origem por pequenas perturbagoes do parametro p.
Contudo a segunda equagao do sistema (3.17) mostra que qualquer feedback das pertur-
bagoes de pardmetro para p serao anuladas na direcgao u, ou seja, o sistema (3.17) nao é
controlavel pelo pardmetro original p. Introduz-se entao um novo pardmetro w as equagoes

do sistema original (3.13),
{ Tn+1 :a—xi—i—p(xn—yn)Q—w
Yn+1 :a_y721+p(wn_yn)2+w’

Pela mudanga de varidveis (3.10) obtem-se entao

1
Up41 = 26 — 5 (u,% + U%) + 2pv2

Unt1 = 2W — UpUp.

Designando 2a— (u2 + v2) / V242pv% € 2w—unv, POr g1 € gz, respectivamente, as variacoes

para w sao dadas pela matriz das derivadas parciais

99
Ow 0
B= = .

99 { 2 ]

Ow
Assumindo que w,, s&o perturbagoes de w, a equacao variacional pode ser escrita como
(3.21) [ Ont1 ] = J (up,0) - [ On ] + B - [wy].

fnJrl fn

Para a sincronizacao de caos, aplica-se agora o estado feedback apenas a equagao (3.20)

para estabilizar a origem £; = 0. Define-se entao

On
€n

através de um vector de controle CT = (¢, ¢p). Como tal a equacdo (3.21) toma a forma

S RECUIE R

(3.22) ] = CT- [ } —[a ol [ gz } R



157

em que
—UQ 0

. T —
J (UO, 0) +B-C 261 —up + 262 .

Tem-se entao

§n+1 = 2615n + (262 — UQ) fn

Escolhendo ¢; = 0 e c2 de valor arbitrario, esta equagao pode ser mudada para uma
aplicacao contraccao, &, 1 = (2c2 — ug) &,. A sincronizagio de caos é realizada pela soma
do input w, definido por (3.22) com w, w — w, + w.

Nota-se que, quando é alcancada sincronizacao, w, é anulado e o vector de controle
(c1,c2) € um vector de varidveis dependente de ug. Por exemplo, fazendo 2co — ug = 0
obtem-se o vector (c1,c2) = (0,up/2) que realiza o controle. Nota-se ainda que o campo
vectorial perto de v = 0 é ortogonal a direccao u. No estado cadtico sincrénico o valor
de ug é errante (vy é sempre 0). No caso de um ponto fixo ou periédico sincronizado, ug
é fixo e (c1,c2) torna-se um vector constante. Esta situacdo é equivalente ao problema
de controle de caos para estabilizar uma érbita periddica instdvel. Para a = 1.97 e p =
—338.29 tem-se o ponto fixo instavel Py (ug,vs) = (—3.9799,0). Para uy = —3.9799 vem
¢y = up/2 = —1.9899.

3.3 Generalizacao da ligagao a parametros distintos p; e p,

Considere agora parametros de ligagao distintos p; e p, em (3.5), com obtencao do

sistema ligado

2
(3.23) { Tntl = 0=y 4 ) (T = Yn)
Yn+1 = b —yn + pa (Tn — yn)”.
Ao contrério do verificado com uso de um sé parametro de ligagao p, neste caso a diferenga

y — x, que evolui de acordo com a equacao as diferencas

Ynt1 — Tnp1 =b—a+ a2 —y2 + (py — p1) (Tn — yn)?,

depende dos parametros de ligagao p; e py. De facto, a exposi¢do que se segue revela a
existéncia de pares de valores (p;, py) para os quais se obtém resultados de sincronizagao
na ligacao em (3.23), ndo verificados com um tnico parametro p em (3.5). A andlise do
caso particular de transformacéoes idénticas, em que a ligacao continua assimétrica, permite

observar ainda melhores resultados. E apresentado em primeiro lugar o estudo com a = b.
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3.3.1 Caso particular de transformacgoes idénticas

Considere a ligacao em (3.23) com a = b que conduz ao sistema ligado

Yn+1 :a_y721+p2($n_yn) .

Anadlise da dindmica do sistema ligado

Seja a > a* ~ 1.565. O sistema ligado (3.24) corresponde & equagao as diferencas
(Tn+t1, Ynt1) = F (zp, yn), onde F & a transformacao bidimensional definida por (3.6) com

pardmetros distintos p; e po,
F(z,y) = (a—w2+p1 (w—y)Q,a—?erpz(w—y)Q) :

Duas das solugoes da equagao F(z,y) = (x,y) sd@o comuns ao caso da ligacdo em (3.13)
de transformacoes idénticas com um sé parametro p, os pontos fixos P; e P» dados por
(3.14) e (3.15), respectivamente, situados na diagonal principal z = y. Fixado um valor
de a, obtém-se os mesmos pontos fixos P; e P, qualquer que seja o valor dos parametros
de ligacao p; e py. Sempre que 1+ p; —py #0e (14 p; — p2)2 # 4p; o sistema ligado
(3.24) tem ainda os pontos fixos P3 (x4,y+) e Py(x—_,y—) de coordenadas dadas por

9 1/2
_ 1 (1 a(+p—pa) +p
Ty =—-x |- — 5
24 (T4p—p2)" —4p

9 1/2
" :_1i01*02*1 <1_ a(l+p—py) +Pl> .
2 1tp—p\4  (L+p—p)° —4n

Para 14 p; — py = 0 os pontos fixos de (3.24) sao solugoes de equagdes em poténcia de

x, desde 20 até z* e com quocientes de polinémios, equacoes de resolucao dificil. Para
(1+ p; — po)* = 4p; a obtencdo dos pontos fixos de (3.24) é ainda mais dificil.

Os pontos fixos P, e Py estao bem definidos como nimeros reais sempre que a > —1/4.

Quanto aos pontos fixos P3 e Py, hd que exigir a condigao

1_alltp—p)+p

4 (L4p—py)’ —4p

Esta desigualdade é verdadeira para (14 p; — ,02)2 > p; sempre que a > —1/4 e para

0.

(14 py — py)? < py sempre que a < —1/4. Se 1+ p; — py = 0 tem-se py = 1 4 p; e (3.24),

que pode ser visto a um sé parametro

)

{ Tp4+1 = a — l‘i + p1 (l'n - yn)2
Yn+1 = @ — 2TpYn + %21 + p1 (Tn — yn>2
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possui ainda os pontos fixos

1 1 /—1—4a\"?
P3 (‘T37y3) = <_§7_§ +< 4p1 ) )

1 1 —1—4a\?
Py (x4,ys) = (5,5 — < I ) )

Estes pontos fixos Ps (x3,y3) e Py (x4,y4) estdao bem definidos como nimeros reais para

p1 < 0 sempre que a > —1/4 e para p; > 0 sempre que a < —1/4.
As expressoes gerais dos valores proprios da matriz Jacobiana

2p1 (x —y) — 22 2p1 (y — )
DF(SL‘ay) =

200 (x—y) =2y —2py (v —y)
de (3.24) sao

Ai=—w—y+(p1—pz)(w—y)i\/(w—y)2 [(pl—pz)2—2(p1+pz)+1}-

A Tabela 3.7 apresenta os pontos fixos e respectivos valores préprios para a = 1.97 e os
pares (p1, py) = (—394.90, —391.90) e (py, p2) = (415.60,457.38) de parametros de ligacao.

| B, AT AT | (o1, p2) = (—394.90, —391.90) | (py, py) = (415.60,457.38) |
| P \ (0.9899,0.9899) | (0.9899, 0.9899) \
[ R | (—1.9899, —1.9899) [ (—1.9899,-1.9899) |
| B \ (—0.4251, —0.3502) [ (77.3985,81.2189) |
| B \ (—0.5748, —0.6497) [ (—78.3985, —82.2189) |
| AT AT —1.9662, —1.9935 | —1.9662,-1.9935 |
| AP AZ 3.9943, 3.9655 | 3.9943, 3.9655 |
| AT AT ] 3.9799, —1.9799 | 4.2031, —2.2031 |
| Al AT 3.9799, —1.9799 | 3.5612, —1.5612 |

Tabela 3.7: Pontos fixos P;, i = 1,...,4, e valores préprios para a = 1.97

Para (p;, py) = (—394.90, —391.90), os pontos fixos P3 e Py tém valores préprios comuns.
Pelo médulo dos valores préprios, conclui-se que todos os pontos fixos sdo instaveis.

A representagao dos expoentes de Lyapunov de (3.24) em fun¢ao de py, fixando a = 1.97
e p; = 0.9, mostra que estes sao positivos e que, portanto, o comportamento do sistema é

cadtico qualquer que seja o valor tomado para py (Fig. 3.15).
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Figura 3.15: Expoentes de Lyapunov do sistema ligado (3.24) versus p, para py € [—20, 25]
coma=197ep; =0.9
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Figura 3.16: Diagram de bifurcagao do sistema ligado (3.24) em funcao de py para a = 1.97
e pr = 0.9
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Sistema ligado

-20,0 -175 -15,0 -125 -10,0 75 -50 25 oo 25 a0 75 100 125 15,0 175 200 225 250
rhatl

Figura 3.17: Diagram de bifurcagao do sistema ligado (3.24) em funcao de p; para a = 1.97
e py = 3.8

Considere a = 1.97 e o par (pq, ps) = (0.9,3.8). Os diagramas de bifurcagao de (3.24)
em fungao de py (Fig. 3.16), fixando p; = 0.9, ou em funcao de p; (Fig. 3.17), fixando
pe = 3.8, mostram a existéncia de duas regices onde o comportamento do sistema ligado é
cadtico. Para p; = 0.9 e py € ]0,3.81] no ¢ observado qualquer atractor dada a explosao
do sistema (3.24) para infinito quando p, ~ 0 e py ~ 3.81. O comportamento é analogo

para p, = 3.8 quando p; € ]0.87,8.7[.

Estabilidade local da sincronizagao

Considere a > a* ~ 1.565. A diferenca y — = para o sistema ligado (3.24) evolui pela

equacao as diferencas

2
Yn+l — Tp+l = 5531 - Z/Z —(p1 — p2) (scn - Z/n) .

A equagdo y,11 — Tna1 = 0 é equivalente a
[0+ yn + (02 — p1) (Tn — yn)] (20 — yn) = 0,

ou ainda,
(1= p1+pg) 2n + (1= pa+ p1) yn] (0 — yn) = 0.

Tem-se entao

(3.25) (pea—p1+ o= (p2—p1—Dyn V Ty ="yn
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Conforme mostra a andlise da diferenca y — x entre as varidveis, e é confirmado pelas
simulacées computacionais que se relatam em secgao posterior, é vilida a proposicao

seguinte.

Proposigao 3.3.1 Fizados um valor de a e condi¢des iniciais xq e Yo, existe uma sequén-
cia de intervalos I;(a,xo,vy0), com i = 1,...,1, de valores de p; tais que é alcanc¢ada sin-
cronizagdo assimptdtica estdvel ou sincronizagdo prdatica em (3.24) para cada par (py, ps)

de pardmetros de liga¢io que verifiquem (a relagdo)

(3-26) (Pz —p1+ 1) Ty = (Pz —P1— 1) Yo N p1€ Iz‘(a,ﬂﬁo, yo)

!

para certo i. Sendo I(a,xo,yo) = U I;i(a,zo,y0), existem ainda intervalos Ik (a, o, yo) C
i=1

I(a,x0,y0) com o mesmo extremo inferior que I(a,xo,yo) € Ia(a,xo,y0) C I(a,zo,y0)

com o mesmo extremo superior que I(a,xg,yo) para os quais ocorre, respectivamente, sin-
cronizacdo pratica no sentido de Kapitaniak e sincronizacao assimptdtica estdvel. Para
p1 € I(a,xo,90) \ I (a,xo,y0) U Ia(a,xo,y0) pode ocorrer qualquer um dos tipos de sin-

cronizag¢do numa alterndncia (aparentemente) irreqular.

Considerando as varidveis (3.10) que definem a direc¢ao de sincronizac¢ao u que carac-
teriza o subespaco

Mz{(m,y)€R2|m:y}

e a direcgdo v transversal a esta, o sistema (3.24) é reescrito como

1
Unt1 = 2a— 5 (up +v3) + (p1+ p2) vp
(3.27)

Unt1l = —UpUp + (p2 - pl) U721‘
No célculo dos pontos fixos do sistema transversal tem-se
vl(pa —pr)v—1-u]=0.

A anulacao de v corresponde & sincronizacao entre as varidveis x e ¢, embora a trajectoria
se situe na direc¢do de sincronizacdo u. O sistema transversal (3.27) tem entao, para

a > —1/4, os pontos fixos sincronizados (v = 0)

Pl (uy,v1) = (=1 —V1+44a,0) e Pj(uz,v2)=(—1++1+4a,0),
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os ja encontrados para a ligacao em (3.13) de transformagoes idénticas com um sé parametro

p, e ainda os pontos fixos

1 V144
Pé(u;:,,vg): —1+ 1+T 1+4a,%
pa—pp—1 pa—pp—1

1 VI+4
Pj (ug,vq) = <—1 - <1 + ﬁ) V1 + 4a, J)
2 M1

p1—py+1
sempre que py — p; — 1 # 0. Para py = p; + 1, (3.13) tem como pontos fixos, além de

P/ (u1,v1) e Py (ug,vz), também

—1—a —1—a
Pl us,v3) = —1+ 5

—1—a —1—a
Py (ug,vq) = | =1 — ,— .
1 ) ( \/ 4pq \/ 4p; )

Estes pontos fixos Py (u3,v3) € Py (u4,v4) estao bem definidos como nimeros reais para

p1 < 0 sempre que a > —1 (nota-se que a > a* ~ 1.565 > —1).

A matriz Jacobiana

[ —u o420+ pa)v
J(u,v)—[_v _u+2(p;—p?)v]

da transformacao bidimensional

1
K(u,v) = <2a =5 (W +0?) + (o1 + p2) V7, (o2 = py) v* = uv) :

definida por (3.27), tem por valores préprios

Ay = (py—p1)v—u=£|vl \/(02*91)2+1*2(01+Pz)-

No entanto, num ponto fixo sincronizado tem-se

T (u,0) = [ *0“ 0 }

—Uu

com um tnico valor préprio de multiplicidade algébrica 2, o nimero real —u. O ponto fixo
P} é sempre instavel pois o valor préprio 1++/1 + 4a de J (u1, 0) verifica ‘1 + M| >1
para todo a > —1/4. A matriz J (uz,0) tem 1—+/1 + 4a como valor préprio e o seu médulo
é inferior a 1 apenas quando —1/4 < a < 3/4. Como tal o ponto fixo P} também é instavel

para os valores de a em estudo.
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Observagao 4 A direc¢io u de ug mantém-se estqvel para —1/4 < a < 3/4. O sistema
transversal (3.17) tem entdo um ponto fixo estavel para a € |—1/4,3/4], e quaisquer que
sejam as forcas de ligacao p, e py, na vizinhanga do qual é esperada sincronizagao idéntica
dos sistemas. Nota-se que neste intervalo de variacdo de a, as transformacdes componentes
do sistema ligado (3.24) sao periddicas. E obtida sincronizacio assimptotica periddica
no sistema ligado (3.24), para quaisquer forcas de ligagdo p; e py, sempre que a toma
valores no intervalo |—1/4,3/4[ (Fig. 3.18 a-d). A Figura 3.18(a-d) mostra as simulagdes
efectuadas com N = 500 iteragoes e forcas de ligacao p; = —0.01 e p, = 0.02 , para
a = —0.24 e a = 0.74, a partir de condigdes iniciais diferentes xg = 0.1 e yo = 0.2.
Nota-se que o sistema ligado (3.24) tem comportamento periédico quando a = —0.24.

A Tabela 3.8 apresenta os pontos firos > para estes pardmetros de controle.

P a=-024 | a=0.74 |
| Py (z1,41) | (—0.4000,—0.4000) | (0.4949,0.4949) |
| P (22,y2) | (—0.6000,—0.6000) | (—1.4949, —1.4949) |
| Py (z3,y3) | (—0.4020,—0.6039) | (0.4744,—1.5347) |
| Py (z4,y1) | (—0.5979,—0.3960) | (—1.4744,0.5347) |

Tabela 3.8: Pontos fixos P; de (3.13),i=1,...,4 para a = —0.24 e a =0.74

Paraa = —0.24 e a = 0.74 o sistema ligado (3.13) estabiliza no ponto fixo estavel Py (tem-
se o valor préprio 0.8000 quando a = —0.24, e o valor préprio —0.9899 quando a = 0.74)
sobre a diagonal principal, embora possua ainda os pontos fizos instdaveis P;, i =1,2,3.

Em a = 3/4 o ponto fixzo P} sofre uma bifurca¢io de duplicagio de periodo dado que
Ay = —1. Por esta bifurcagio o ponto fizo Py torna-se instdvel na direc¢ao transver-
sal v (tipo sela). Este ponto sela sofre ainda bifurca¢ées numa cascata de duplicagdo de
periodo e, para valores de a suficientemente grandes, é obtido caos sincronizado instdvel
mergulhado em caos assincrdnico.

Por outro lado, estudo dos expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.27) con-
firma o exposto. Para —1/4 < a < 3/4 o expoente de Lyapunov transversal, assim como o
tangencial, é negativo (Fig. 3.19). Para obten¢ao da Figura 3.19 tomaram-se ug = 0.15 e
vg = 0.05. Sendo A\, < 0 as oscilagdes sincrdnicas sao transversalmente estdveis, ou seja,

é alcancada sincronizacao estdvel. Quando as oscilagoes cadticas sao sincronicas, o vector

3Nota-se que, para a = —0.24, os pontos fixos do sistema transversal sdo Pj = (—1.2000,0), P, =
(—0.8000,0), P; = (—1,0.2041) e P; = (—1,—0.2041), pois @ > —1/4 e p é menor do que 1/4. Para
a = 0.74 os pontos fixos do sistema transversal sio P; = (—2.9899,0), P; = (0.9899,0), P; = (—1,2.0310)
e Py = (—1,—2.0310), pois a > —1/4 e p ¢ menor do que 1/4.
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a=b=0.24 e parametros de ligagédo -0.01 e 0.02
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Figura 3.18: Ligagao bidireccional em (3.24): (a,c) séries temporais, (b,d) hiperplanos de
sincronizacao

proprio do expoente de Lyapunov tangencial A, é tangente ao subespago simétrico r = y.

Sendo A\, < 0 as oscilagoes sdo periddicas.

Se o parametro de controle a toma valores que correspondem a comportamento caético,
o expoente de Lyapunov transversal, assim como o tangencial, é positivo apds um certo
nimero de iteracoes (do sistema transversal). De facto, considerando a = 1.97 tem-se

(3.27) dado por
Uny1 = 3.94 = 0.5 (u + v2) + (py + po) V2

Ung1l = —UnUn + (po — p1) V2
Para ug = 0.15 e vy = 0.05 sdo obtidas as Figuras 3.20 e 3.21. Sendo A, > 0 as oscilagGes

sincrénicas nao sao transversalmente estdveis e nao é alcancada sincronizagao estéavel.

Abordagem computacional

Em primeiro lugar sdo apresentados alguns gréficos que ilustram o estabelecido na
Proposicao 3.3.1 por andlise da diferenca y — x entre as varidveis. Para tal foram efec-
tuadas simulagoes computacionais com N = 1000 iteragoes a partir de condigoes iniciais

diferentes g = 0.1 e yp = 0.2 considerando p; e p, em passo de uma centésima. Para
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Figura 3.19: Evolucdo dos expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.27) para
a=—0.24, p; = —0.01 e p, = 0.02
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Figura 3.20: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.27) versus p; para p; €
[—15,15] com a = 1.97 e py = 0.02
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Figura 3.21: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.27) versus p, para py €
[—15,15] com a = 1.97 e p; = —0.01

estas condigdes iniciais a relagao (3.26) traduz-se em p, = p; + 3. Fixando a = 1.97, para
cada par (pq, p; +3) com p; € [—394.99,2.99] ¢ alcancada sincronizagio assimptotica es-
tdvel ou sincronizagao prética, excepto em valores isolados de que é exemplo p; = —12.58
(e py = —9.58) (Fig. 3.22 a-f). Para p; € [—394.99, —380.18] a sincronizac¢ao é sempre
prética. Para valores de p; superiores a —380.18, existem pequenos intervalos onde ocorre
sincronizacao assimptética intercalados com outros onde a sicronizagao é apenas prética.
Na verdade, mantendo o valor de a, pequenas variagdes na forca de ligacdo p; (e con-
sequentemente em p,) provocam alternancia entre sincronizagao prética e sincronizagao
assimptética (Fig. 3.23 a-f). Nota-se que para p; € [—338.91, —338.93] apenas ¢ alcancada
sincronizacao pratica.

Também, mantendo as forgas de ligacao p; e p, mas considerando uma pequena alter-

acao do valor de a ocorre a mesma alternancia (Fig. 3.23 a-f e 3.24 a-f).

Segue-se uma descrigdo mais alargada dos possiveis pares de valores (py, p3) que con-
duzem a intervalos limitados da diferenga y — z ou mesmo a sincronizagao. As simulagoes

computacionais foram efectuadas com N = 2000 iteragoes.

Considere valores de p; nao-negativos em passo de uma décima. As simulagoes com-
putacionais efectuadas mostram que, para cada valor de p; tomado, é possivel determinar
dois intervalos de valores de p, para os quais a diferenca y — x é limitada. Designem-se

esses intervalos por I'(p;) e I%(p;). Sejam Ié min (P1) € I! o (p1) 0s intervalos de va-
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a=1.97, parametros de ligagédo -12.57 e -9.57
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Figura 3.22: Ligacao bidireccional em (3.24): (a,c,e) séries temporais, (b,f) hiperplanos
de sincronizagao, (d) atractor caético

a=1.97, parametros de ligagéo -338.89 e -335.89

T T T
< | |
| | |
; 0 > 0r-——-1+-—4 ——a---
3 | | |
| |
2 2 | | |
0 50 100 -2 -1 0 1 2
N X
a=1.97, parametros de ligagdo -338.90 e -335.90 ‘ ‘ ‘
2 | |
x 0 | | |
> it s -4
> 0 > | | I
> | |
2 2 | | |
0 50 100 -2 -1 0 1 2
N X
|
|
JE N |
|
|
|
1
1 2

Figura 3.23: Ligagao bidireccional em (3.24): (a,c,e) séries temporais, (b,f) hiperplanos
de sincronizacao, (d) atractor caético
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a=1.96 e parametros de ligagéo -338.89 e -335.89
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Figura 3.24: Ligacao bidireccional em (3.24): (a,c,e) séries temporais, (b) atractor caético,
(d,f) hiperplanos de sincronizagao

riacao da diferenca y — x para, respectivamente, os extremos inferior e superior de cada
um dos intervalos I’ (p;), i = 1,2. Para py & I'(p;), i = 1,2, a diferenca y — 2 explode

para infinito (considerando o passo de uma centésima). A Tabela 3.9 resume o estudo

efectuado para p; = 0.1n, comn =0,...,5.
‘ P1 ‘ r (p1) ‘ I? (p1) | Iel,max (p1) | Ig,min (p1) ‘
| 0 | [-17.89,0.99] | [1.01,21.89] | ]—388.0,387.9] | |—387.3,387.0] |
| 0.1 ] [-17.80,0.46] | [1.74,22.00] | ]—39.42,39.56[ | ]—39.54,39.58] |
| 0.2 | [-17.71,0.30] | [2.10,22.10] | ]—38.75,38.80] | |—38.67,38.75] |
| 0.3 ] [-17.61,0.20] | [2.40,22.21] | ]—38.63,38.69] | ]—38.70,38.68] |
| 0.4 | [-17.52,0.13] | [2.67,22.31] | ]—34.17,34.13] | |—33.94, 34.09] |
| 0.5 | [~17.42,0.08] | [2.92,22.42] | ]—30.20,30.22[ | ]—30.19,30.14] |

Tabela 3.9: Intervalos I’ (p1) I (p1) e I (p1),i=1,2

e,max e,max

Quando p; aumenta de 0 até 0.5 verifica-se que a amplitude dos sucessivos intervalos
I (py) e I?(p;) aos quais corresponde limitagao de y — x diminui de 18.88 até 17.5 e de
20.88 até 19.5, respectivamente.
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Para todos estes valores de p; obtém-se os intervalos I} . (p1) = ]—-0.21,0.21] e
12 ax (p1) =1-0.19,0.19[, ambos de amplitude inferior a 1. Assim, para cada valor de p,
considerado, existem intervalos fechados I3 (p;) e I% (p;) contidos em I' (p;) e I? (py),
respectivamente, de valores de p, para os quais ocorre sincronizagao pratica em (3.24) no
sentido de Kapitaniak. Fixado um valor de p;, a diferentes valores p, e ph no intervalo
I' (py) U I? (py) correspondem diferentes intervalos de variagdao da diferenca y — . No
entanto, existem intervalos fechados I (p;) C I (p;), i = 1,2, de valores de p, para os
quais os correspondentes intervalos de variagao de y — z tém amplitude inferior a 1. Aos
intervalos I% (p;), i = 1,2, pertencem os valores de p, para os quais se obtem sincronizagio
prética em (3.24) com o par de parametros de ligagao (p;, py). Um dos valores do intervalo
I} (py) & o valor minimo de p, em I' (p;) dado que o intervalo Ielmm (p1) =]-0.21,0.21]
tem amplitude 0.42 < 1 e um dos valores do intervalo I% (p;) ¢ o valor méximo de p,
em I? (p;) dado que o intervalo IZ .. (p;) = ]—0.19,0.19] tem amplitude 0.38 < 1. Por
exemplo, para p; = 0.1 tem-se I} (0.1) = [-17.80, —6.68] e I% (0.1) = [8.88,22.00] e para
p1 = 0.2 tem-se I} (0.2) = [-17.71,-6.61] e 1% (0.2) = [9.02,22.10]. A nota seguinte

estabelece a existéncia de sincronizacao prética observada.

Nota 5 Para cada p; € [0,339.1] existem intervalos I' (py), i = 1,2, de valores de p,,
onde a diferenca y—x é limitada. Quando p; aumenta a amplitudes dos intervalos I (py),
i = 1,2, diminui. Cada um dos intervalos I' (py), i = 1,2, contém um intervalo fechado
Ii-(p1) de valores de py para os quais é atingida sincronizacdo prdtica em (3.24). O
extremo inferior (superior) do intervalo I' (py) (I? (py)) é o extremo superior (inferior)
do intervalo I (p1) (1% (p1))-

A Tabela 3.10 apresenta os resultados obtidos para alguns valores de p;.

| P1 ‘ r (p1) ‘ r’ (p1) ‘ Ielmax (p1) | Ie2,min (p1) ‘
| 0.9 | [-17.04,0.00] | [3.80,22.84] | ]—38.80,38.80] | ]—38.82,38.82] |
| 1.0 [ [-16.95,-0.01] | [4.00,22.94] | ]-19.27,19.27[ | ———— |
| 2.0 | [-16.00,0.17] | [5.83,23.99] | ]—41.11,41.10[ | ]—40.94,40.81] |
| 3.0 | [-15.05,0.53] | [7.47,25.04] | ]-19.19,19.10[ | ]—19.19,19.15 |
[ 10.0 | [-17.52,0.13] | [2.67,22.31] | |—34.17,34.13 | ]—33.94,34.09] |
| 20.0 | [-17.42,0.08] | [2.92,22.42] | ]—30.20,30.22[ | ]—30.19, 30.14] |

Tabela 3.10: Intervalos I (p1) Ié,max (p1) e Ié,max (p1),i=1,2
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a=b=1.97, parametros de ligagdo 1.00 e 4.00

B
<
—
—
—
—
>

R
<
<
<7
F—

-2
0 5 10 15 20 25
N
2 T T T T T T
I I I I I
I I I I | I
1F---- e B e 17 T g — — [
I I I I I
I I I | I I
> O0F---- e i S e e
I I | I I I
I I I I I
AfF---- [ e )
| I I I I I I
I I I I I I
-2 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
b3

Figura 3.25: Ligagao bidireccional em (3.24): (a) séries temporais, (b) hiperplano de
sincronizacao

Os intervalos I' (0.9) e I? (0.9) sdo visiveis na Figura 3.15 dado o tracado bem distinto

que se verifica quando p, € ]0.00,3.80[. Tem-se Ielmin (0.9) = I;min (1.0) = ]—0.21,0.21]
enquanto

I (2) = 1L (3) =1-0.22,0.21]
e I} i (10) = I7 4 (20) =]-0.22,0.22[. Quanto a I2,,,, (p1), tem-se

I2 oy (0.9) = 12 (1) = 120y (2) = 1-0.19,0.19]

e,max e,max

enquanto 12 . (3) = 12, (10) =]-0.19,0.20[ e I2

¢ max ¢ max e max (20) = ]-0.19,0.20].

Quanto & variagdo de y — z obtida no extremo inferior do intervalo 12 (1), p, = 4.00,
verifica-se que y —x = 0 a partir da segunda iterada (Fig. 3.25 a,b) embora para py = 4.01
se tenha y — x € |—19.24,19.23]. Esta situagao estd de cordo com a Proposigao 3.3.1.
Considere a transformagao bidimensional F ja definida por (3.24). Para p; = 1e py =4
os pontos fixos de F sdo P; (—1.9899,—1.9899) e P> (0.9899,0.9899), sobre a diagonal

principal. Os pontos fixos P; e P sdo instdveis estao associados aos valores préprios
AT =3.9799 +0.0003i e A2 =—-1.9799 4+ 0.0001i,

de multiplicidade algébrica 2, com mdédulos 3.9799 > 1 e 1.9799 > 1, respectivamente.
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Os resultados observados para valores de p; elevados mas inferires a 360 (Tabelas 3.11

e 3.12) sao andlogos aos observados para valores positivos de p; inferiores.

‘ P1 | " (py) ‘ I* (p) ‘ Ielmax (p1) | Ie2min (P1) |
| 139.0 | [113.75,116.42] | [163.58,167.55] | ]—30.25,30.30[ | ]—30.31,30.17] |
| 139.5 | [114.22,116.87] | [164.13,168.07] | ]—6.32,6.32[ | ]—6.30,6.31] |
| 139.9 | [114.60,117.24] | [164.56,168.49] | ]-8.76,8.76[ | ]-8.78,8.76] |

Tabela 3.11: Intervalos I’ (py) 1%, . (p1) € If pax (p1), 3= 1,2

e,max e,max

‘ 1 | I (p1) ‘ I’ (p1) ‘ Iél,max (p1) | IeQ,min (p1) |
| 240.0 | [209.41,210.01] | [271.99,273.38] | ]—6.24,6.28] | ]—6.20,6.27] |
| 280.0 | [247.29,247.53] | [314.47,315.29] | ]-7.89,7.90[ | ]-7.89,7.91] |
| 320.0 | [285.17,285.22] | [356.78,357.21] | ]—8.50,8.50] | ]-8.48,8.49[ |
| 399.1 | [303.26,303.26] | [376.93,377.22] | ]—17.55,17.55] | ]—17.53,17.54] |

Tabela 3.12: Intervalos I' (p;) Ié,max (p1) e Ié,max (p1),1=1,2

A amplitude de cada um dos intervalos I' (320) e I? (320) j4 ¢ muito reduzida, 0.05 e
0.43, respectivamente. Para p; = 339.2 existe apenas um valor de p, para o qual ocorre
limitagao de y — x, py = 303.36 com y —x € |—6.22,6.24[, e é ainda encontrado o intervalo
12 (339.2) = [377.32,377.04] de amplitude 0.28. Tem-se I? . (339.2) = ]—6.23,6.21] e

€, min

(339.2) =]-0.85,0.85[. A Tabela 3.13 apresenta alguns resultados para p; > 339.2.

6 ,Jmax

| P1 ‘ 12(91) | emm (p1) ‘ emax (P1) ‘
| 360.0 | [398.95,399.12] | ]-8.56,8.57 | ]—1.07,1.07[ |
| 400.0 | [441.01,441.03] | ]—4.33,4.34[ | ]—2.50,2.50] |
| 410.0 | [451.50,451.51] | |—7.76,7.76[ | ]—3.77,3.77[ |
| 415.5 | [457.27,457.28] | |—8.84,8.83[ | ]—3.87,3.86] |

Tabela 3.13: Intervalos I° (p1) Ie max (p1) e Ie7max (p1),i=1,2

Para p; = 415.6 (ndo existe um intervalo I? (p;) mas) apenas existe um valor de py
para o qual ocorre limitagao de y — z, p, = 457.38 com y — = € |—4.96,4.97] (Fig. 3.26
a,b). Para p; = 420.7 ndo é encontrado qualquer valor de p, para o qual ocorra limitagao

da diferenca y — 2. E entfo possivel estabelecer as notas seguintes.
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a=b=1.97, parametros de ligagao 415.60 e 457.38
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Figura 3.26: Ligagao bidireccional em (3.24): (a) séries temporais, (b) atractor cadtico

Nota 6 Para cada p; € [339.2,415.5] existe um tnico intervalo 1% (p;) de valores de
P, onde a diferenca y — x é limitada. Quando p; aumenta a amplitudes do intervalo
I? (py) diminui. Para alguns valores de p; no intervalo [339.2,415.5] existe um intervalo
fechado I% (py) contido em I? (p;) para o qual é atingida sincronizagdo prdtica em (3.24).

Nesse caso o extremo inferior (superior) do intervalo I' (p;) (1% (py)) é o extremo superior
(inferior) do intervalo I} (py) (1% (p1))-

Nota 7 Para cada p; € [415.6,420.6] existe um unico valor de py para o qual a diferenga
y—x é limitada. Quando p; aumenta p, aumenta. No entanto, nao é obtida sincronizagao
pratica em (3.24).

Considere agora valores de p; negativos em passo de uma décima. Para p; = —0.1
jd nao se observa a existéncia de dois intervalos distintos onde é limitada a variacao
da diferenca y — x. Existe apenas um intervalo onde esta diferenca é limitada, a saber,
I(—0.1) =[-17.99,21.79] com I¢ min (—0.1) = ]—0.21,0.21] e I¢ max (—0.1) = ]—0.19,0.19],
ambos de amplitude inferior a 1. Em p, = 0.94 € [—17.99,21.79] sdo obtidos os valores
de y — = mais afastados da origem pois y — = € |—6.12,6.13[. A Tabela 3.14 apresenta os
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resultados obtidos para p;y = —0.1 —0.ln comn=1,...,4.
| o | I(py) | amplitude I (p;) |
| —0.2 | [-18.08,21.69] | 39.77 \
| —0.3 | [-18.18,21.58] | 39.76 \
| —0.4 | [-18.27,21.48] | 39.75 \
| —0.5 | [~18.84,20.85] | 39.74 |

Tabela 3.14: Intervalos I (p;) e respectiva amplitude

Para todos estes valores de p; tem-se ainda Ie min (p1) = ]—0.21,0.21] € I max (p1) =
]—0.19,0.19]. A diminuicdo progressiva da amplitude de I (p;) na razao de 0.01 por cada

diminuigao de 0.1 em p; mantem-se para valores inferiores de p;. A Tabela 3.15 apresenta

resultados para p; = =10 — 10n com n =0,...,3.
| 01 | I(py) | amplitude I (p;) | Ie min (p1) ‘ Ie max (p1) ‘
| —10.0 | [-27.37,11.42] | 38.79 | 1-0.21,0.20[ | ]-0.19,0.19] |
| —20.0 | [-36.84,0.94] | 37.78 | 1-0.20,0.20] | ]—0.18,0.18] |
| —30.0 | [-46.31,-9.54] | 36.77 | 1-0.20,0.19] | ]-0.18,0.18] |
| —40.0 | [-55.78,-20.02] | 35.76 | 1-0.19,0.19[ | ]-0.17,0.18] |

Tabela 3.15: Intervalos I (p;), Lemin (P1) € Lemax (p1) € amplitude de I (p;)

O estudo efectuado para valores de p; inferiores a —40 revela resultados anédlogos aos

obtidos para os valores anteriores (Tabela 3.16).

] I(py) [ampl. T(py) [ Tewmin (1) | Temax (p1) |
| —300.0 | [—302.02, —292.46] | 9.56 | 1-0.12,0.12 | ]-0.11,0.12[ |
| —390.0 | [-387.26,-386.77] | 049  []-0.10,0.11] | ]-0.10,0.11[ |
| —394.0 | [-391.05,-390.96] |  0.09  |]-0.10,0.11[ | ]—0.10,0.11] |
| —394.5 | [-391.52,—391.48] | 004  |]-0.10,0.11[ | ]-0.10,0.11 |
| —394.6 | [—391.62,—391.59] | 0.03  |]-0.10,0.11 | ]—0.10,0.11[ |
| —394.7 | [-391.71, —391.69] | 0.02 | 1-0.10,0.11[ | ]—0.10,0.11 |
| —394.8 | [-391.81,—391.80] | 0.01 | ]-0.10,0.11] | ]—0.10,0.11] |

Tabela 3.16: Intervalos I (p;), Lemin (P1) € Lemax (p1) € amplitude de I (p;)

E entao possivel estabelecer a nota seguinte.
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a=b=1.97, parametros de ligacéo -394.90 e -391.90
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Figura 3.27: Ligagao bidireccional em (3.24): (a) séries temporais, (b) atractor cadtico

Nota 8 Para cada p; € [—394.8,—0.1] existe um tunico intervalo I (p;) de wvalores de
P, de amplitude que varia de 39.78 a 0.01, onde a diferenca y — x é limitada. Para
p1 € [—15.0,—0.1] o intervalo I (p,) contém dois intervalos fechados Ik (py) e If (pq)
de wvalores de py para os quais é atingida sincroniza¢io pratica em (3.24). O extremo
inferior (superior) do intervalo I (py) é o extremo inferior (superior) do intervalo I (p;)
(1% (p1)). Para p; € [—394.0,—15.1] é atingida sincronizagdo pratica para todos os valores
po do intervalo I (py).

E entao possivel estabelecer a nota seguinte, um caso particular do estabelecido na

Proposigao 3.3.1.

Nota 9 Para p; = —394.90 existe um tnico valor de py para o qual a diferenca y — x
¢é limitada, py = —391.90. Tem-se y — x € ]—0.10,0.11[ logo é alcangada sincronizagdo
pratica em (3.24) (Fig. 3.27 a,b).

Para p; = —395.00 nao é encontrado qualquer valor de p, para o qual ocorra limitagao

da diferenca y — x.
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Sistema ligado
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Figura 3.28: Diagrama de bifurcacao do sistema ligado (3.23) para p; € [—7.5,—0.5] com
pa=-—0.7,a=167Teb=197

3.3.2 Transformacoes nao-idénticas e dois parametros p, e p,
Anadlise da dindmica do sistema ligado

O sistema ligado (3.23) corresponde a equacao as diferencas (Tn+1,Yn+1) = F (Tn, yn),
onde F ¢ a transformagao bidimensional definida por (3.6) com parametros distintos p; e
P2s

F(z,y) = (a—w2+p1(w—y)2,b—y2+pz(w—y)2)-

Dado que a # b e p; # py, esta ligagdo é a que apresenta o mais elevado grau de assimetria
de entre as consideradas.

Considere fixados os valores paramétricos distintos a = 1.67 e b = 1.97, ambos de valor
superior a a* ~ 1.565. Seguem-se os diagramas de bifurcagao obtidos em funcao de p;
(Fig. 3.28), fixando p, = —0.70, e em fungao de py (Fig. 3.29), fixando p; = —7.00, onde

¢é visivel uma regiao de caos.
Estabilidade local da sincronizacao
A equacgao geral de anulagdo da diferenca y — x entre as varidveis

yn—l—l*xn—f—l:O@b*a+[xn+yn+(p2791)(xn*yn)](xnfyn):O

nao permite obter uma relacdo que garanta a sincronizagao do sistema ligado (3.23).
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Sistema ligado
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Figura 3.29: Diagrama de bifurcagao do sistema ligado (3.23) para py € [—2.5,0.5] com
p1=-—700,a0a=167eb=197

Para o estudo da estabilidade transversal do atractor cadtico A de (3.23), considere as

varidveis (3.10). O sistema ligado (3.23) é entao reescrito como

1
Unp1 = a+b—o (up +07) + (1 +p2) v

Vg1 = b—a —uyv, + (py — py) V2.

Para a = 1.67 e b = 1.97, que conduzem a comportamento cadtico das transformacoes,

tem-se o sistema transversal

1
Up+1 = 3.64 — 5 ('LL?L + 'U?L) + (,01 + ,02) 'UTQL

Vpi1 = 0.3 — upvy + (pg — py) V2.
Os pontos fixos do sistema tranversal, as solugoes de
3.64 — 0.5 (u® +v?) 4 (p1 + pp) v* = u
{ 0.3 —uv + (py — py) V2 =0,

sdo P| (u4,vy) e Py (u—,v_) de coordenadas

1/2

Vg =

1/2
0.6 (py —p1) 828 [ (8.28 — 0.6(py - p)? L 0.09
24 1A2 A
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Ut + (p2 — p1) v+ — 1,

- 10v4

e Py (—0.3/vy — (py — p1) vy — 1, —v4) e Py (—=0.3/v— — (py — p;) v— — 1, —v_) (obtido das
mesmas coordenadas), em que A = 2 (p; + py) —1— (py — p1)* # 0. Os pontos P} (uy,v,)
e P;(—0.3/vy — (py — p1) v+ — 1, —vy) est@o definidos como ndmeros reais sempre que
A > 0ou A < —(63.8888 —4.6296 (py — p;))* < 0. Os pontos fixos Pj(u_,v_) e
Py (—=0.3/v_ — (pg — p1) v— — 1, —v_) estao definidos como nimeros reais sempre que A <
— (63.8888 — 4.6296 (py — p1))> < 0 e py — p; < 13.8. Se 2(p; +pa) — 1 — (py—p1)? =0

os pontos fixos do sistema transversal sao

. (3 [B o045 [0.045

, (3 /B . \/0.045 \/0.045
(3.29) Pz(u,v)—< 1oV oo L e Py 5 B

onde B = 4.14 — 0.3(p; — p;)- Neste caso os pontos fixos estdo bem definidos como

nimeros reais para py < p; + 13.8.

A matriz Jacobiana

[ —u —v+2(p 4 po)v
J(u,v)—[v u+2(P;pj)U]

da transformacao bidimensional
L(u,v) = (3.64 — 0.5 (u® +v®) + (py + p) v%,0.3 —uv + (py — py) v?) |

definida pelo sistema transversal, tem por valores préprios

As = py—p1 — 2u£ /02 [1 = 2(py + po)] + (p2 — p1) (P2 — p1 — 2u + 2uv).

A Tabela 3.17 apresenta os pontos fixos Pj, Py, P; e P; do sistema transversal,
e os respectivos valores préprios para os pares de parametros de controle (pq,py) =
(—7.00,—0.70) e (p;, pa) = (9.53,16.70). Note que para (p;, py) = (9.53,16.70) os pontos
fixos sao dados por (3.28) e (3.29).
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Sistema transversal

exponent(s)

rho2

Figura 3.30: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal versus p, para py € [—0.5,6.5]
com p; = 9.53,a =1.67eb=1097

P AN | (o1 pe) = (—7.00,-0.70) | (py, o) = (9.53,16.70) |
Pl (1.7671,0.1948) (2.0730,0.1503)
P (1.7544,0.2055) n&o definido
P (—3.7671, —0.1948) (—4.0730, —0.1503)
P (—3.7544, —0.2055) n&o definido
AT AT 7.49700, —1.9656 8.0225, —1.9749
ATz A"z 7.5682, —1.9860 néo definido
AT AT 93.6846, 3.9840 26.1530, 4.4793
AT AT 93.6787, 3.9391 néo definido
Tabela 3.17: Pontos fixos P/ e valores préprios Af parat=1,...,4

Tomando condigoes iniciais ug = 0.15 e vg = 0.05 e p; = 9.53, verifica-se que o
expoente de Lyapunov transversal \,, assim como o tangencial )\, é positivo para alguns
intervalos de valores de py e negativos noutros (Fig. 3.30). Como tal apenas é alcancada
sincronizagao estdvel para alguns valores das forcas de ligacao. Para as mesmas condicoes

iniciais, tomando p; = —7 obtém-se conclusoes andlogas (Fig. 3.31)
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Sistema transversal
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Figura 3.31: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal versus p; para p; € [2,4.5]
com py = —7,a=167eb=197

Abordagem computacional

No estudo computacional da ligagdo em (3.23), que se resume em seguida, foram
tomados a = 1.67 e b = 1.97 e efectuadas N = 2000 iteragoes a partir de condigoes iniciais

diferentes zg = 0.1 e yo = 0.2.

Considere valores de p, nao-positivos em passo de uma décima. Para cada valor de
po 10 intervalo [—0.7,0] é possivel determinar um intervalo I (p,) de valores de p; para o
qual é limitada a diferenga y — x entre as varidveis. Para p; ¢ I (p,) a diferenca y — x
explode para infinito (considerando o passo de uma centésima).

Sejam I min (P2) € Iemax (p2) 0s intervalos de variagao da diferenga y — = para, re-
spectivamente, os extremos inferior e superior do intervalo I (p,). As Tabelas 3.18 e 3.19
resumem o estudo efectuado para py = —0.7+0.1n, n =1,...,7, quando a amplitude de

I max (po) €, respectivamente, inferior ou superior a 1.

[ e | T(pa) | Iewmin(p2) | Zemax(p2) |
| —0.7 | [-7.00,—6.60] | ]—0.21,0.34[ | ]-0.27,0.33] |
| —0.6 | [-6.91,—5.50] | ]—0.21,0.34 | ]—0.36,0.32[ |
| —0.5 | [-6.82,—4.40] | |-0.21,0.34[ | ]-0.47,0.33] |

Tabela 3.18: Intervalos I (p,) com amplitude de Io max (po) inferior a 1
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| 2 | I (py) | Lemin(p2) | lemax(p2) |
| —0.4 | [-6.74,-3.30] | ]-0.21,0.34[ | ]-0.65,0.41[ |
| —0.3 | [-6.65,—2.20] | ]—0.21,0.34[ | ]-0.99,0.67[ |
| —0.2 | [-6.56,—1.10] | ]—0.21,0.34] | ]-1.61,1.20[ |
| 01 ] [-6.48,0] []-0.20,0.34] | ]-3.34,2.84[ |
| 0 | [-6.39,1.10] |]—0.20,0.34[ | ]—39.69,39.08] |

Tabela 3.19: Intervalos I (py) com amplitude de Ie max (po) superior a 1

Quando p, aumenta de —0.7 até 0 verifica-se que a amplitude dos sucessivos intervalos
I (py) aumenta de 0.4 até 7.49 e os sucessivos extremos superiores de I (py) distam entre
side 1.1, max I (py +0.1) = 1.1 + max I (p,). Para p, = —0.8 a diferenca y — = explode
para infinito para qualquer valor de p; tomado (considerando o passo de uma centésima).

Fixado um valor de p, no intervalo [—0.7,0], a diferentes valores p; e p} no intervalo
I (py) correspondem diferentes intervalos de variacao da diferenga y—x. No entanto, existe
um intervalo fechado Ik (py) C I (py) de valores de p; para o qual os correspondentes
intervalos de variagao de y —x tém amplitude inferior a 1. Ao intervalo I (p,) pertencem
os valores de p; para os quais se obtem sincronizagao pratica em (3.23) com o par de
parametros de ligacdo (pq, ps). Um dos valores do intervalo Ix (py) ¢ o valor minimo de
pp em I (py): se —0.7 < py < —0.2 o erro de sincroniza¢do e = y — x varia no intervalo
Ie min (p2) = ]—0.21, 0.34] de amplitude 0.55 < 1 e, se —0.1 < p, < 0, e varia no intervalo
I min (p2) = ]—0.20,0.34] de amplitude 0.54 < 1. Além disso, para p, = —0.7 4 0.1n,
comn = 1,...,4, tem-se mesmo Ix (py) = I (py) enquanto para py, = —0.2 e p, = —0.1
o intervalo Ik (p,) estd estritamente contido em I (py), Ix (—0.2) = [—6.56,—3.81] C
[-6.56, —1.10] e Ix (—0.1) = [—6.84,—3.15] C [—6.48,0]. A nota seguinte estabelece a

existéncia da sincronizagao prética observada.

Nota 10 Para cada py € [—0.7,0] existe um intervalo fechado Ik (py) C I (py) de valores
de p; para o qual é atingida sincronizagdo prdatica em (3.23). A amplitude do intervalo

I (py) aumenta quando p, aumenta.

A amplitude do intervalo Ic max (po) aumenta de 0.6 a 6.18 quando p, varia de —0.7 a
—0.1. A Figura 3.32 (a-d) ilustra os resultados obtidos para p, = —0.7. Sao obtidas as
menores variagoes do erro de sincroniza¢do com o par de parametros de ligacao (p;, ps) =

(—7.00,—0.70), conforme estabelece a nota seguinte.
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a=1.67, b=1.97, parametros de ligagéo -7.00 e -0.70
2

1

0 >

X,Y,y-X

-1

-2

0 50 100
N
a=1.67, b=1.97, parametros de ligagéo -6.60 e -0.70
2

1

X,Y,y-X
o

Figura 3.32: Ligagao bidireccional em (3.23): (a,c) séries temporais, (b,d) atractores cadti-
cos

Nota 11 Se p; = —7.00 e py, = —0.70 é atingida sincronizagdo pritica em (3.23) com
a menor variagdo do erro de sincronizag¢do, pois e varia no intervalo Iemin (—0.7) =
]—0.21,0.34[ de amplitude minimal 0.55.

Considere agora valores de p, positivos. Para py = 0.1 tem-se I (0.1) = [—6.30, 0.46]
de amplitude 6.76 inferior a amplitude 7.49 obtida para p, = 0. Na verdade, o aumento
progressivo da amplitude de I (py) verificada para py < 0 dé lugar, para p, > 0, a uma
progressiva diminui¢do. A nota seguinte estabelece a existéncia de sincronizagio pratica

em (3.23) para py > 0.

Nota 12 Para cada p, € [0.1,59.5] existe um intervalo fechado Ik (py) C I (py) de valores
de p; para o qual é atingida sincroniza¢ao prdatica em (3.23). A amplitude do intervalo

I (py) diminui quando p, aumenta.

A Tabela 3.20 resume o estudo efectuado para p, = 0.1n, n = 1,...,9. Da ultima

coluna consta o maior valor de p; no intervalo I (p,) para o qual se obtem um intervalo
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de variacdo de y — z com amplitude inferior a 1, ou seja, o extremo superior de I (ps).

| oo | I(p2) | Zewmin(p2) | Iemax(p2) | pr =maxIg (py) |
| 0.1 ] [-6.30,0.46] | ]—0.20,0.33[ | ]—36.11,35.47] | —2.99 |
| 0.2 | [-6.22,0.30] | ]—0.20,0.34 | ]—33.83,33.41] | —2.95 |
| 0.3 | [-6.13,0.20] | ]—0.20,0.33[ | ]—32.77,32.29] | —2.92 \
| 0.4 | [-6.04,0.13] | ]—0.20,0.33[ | ]—-28.12,27.63] | —2.77 |
| 0.5 | [-5.96,0.08] | ]—0.20,0.34[ | ]—24.34,23.89] | —2.71 \
| 0.6 | [-5.87,0.05] | ]—0.20,0.34 | ]—60.61,59.96] | —2.63 |
| 0.7 | [-5.78,0.02] | ]—0.20,0.34[ | ]—19.92,19.46] | —2.61 \
| 0.8 | [-5.70,0.01] | ]—0.19,0.34] | ]—45.43,44.97 | —2.56 |
09| [-5.61,0] |]-0.19,0.34[ | ]—28.50,28.12[ | —2.42 |

Tabela 3.20: Intervalos I (py), Iemin (P2) € Lemax (p2) € max Ik (ps)

Tem-se e max (0.1) = ]—36.11,35.47] C ]—39.69, 39.08] = Ic max (0) e, conforme ¢é evi-
denciado pela quarta coluna, continua a inverter-se a tendéncia de aumento da diferenca
y —x com py verificada para —0.7 < py < 0: para 0 < p, < 0.5 a amplitude do inter-
valo Iemax (p2) diminui quando p, aumenta. Esta é a primeira evidéncia numérica para
a possibilidade de obter sincronizagao pratica em (3.23) quando p, > 0. Conforme se
expoe de seguida existem pares de parametros de ligacao (py, po) para os quais é também
alcangada sincronizacao assimptoética. Embora, em py = 0.6 e p; = 0.8 se observe um
aumento da amplitude do intervalo I, max (p), volta a observar-se a diminuicao da ampli-
tude de Ic max (pg) para alguns valores de p, superiores a 0.9. Além disso, para valores de
po superiores a 1 o max I (p,) aumenta ou mantem-se, contrariamente ao verificado para
os anteriores valores de p,. Nota-se no entanto que a amplitude dos intervalos I (ps) e

Ik (py) continua a diminuir. Prosseguindo com valores de p, superiores a 0.9, apresenta-se

a Tabela 3.21 com os valores obtidos para p, = 0.9 4+0.1n, comn =1,...,7.
| P2 ‘ I(py) ‘ Ie min (p2) ‘ Ie max (p2) ‘ p1 = max I (py) ‘
| 1.0 | [-5.53,—0.01] | ]—0.19,0.34[ | ]-13.93,14.09] | —2.31 \
| 1.1 [-5.44,0] |]-0.19,0.34[ | ]-27.59,26.91] | —2.24 \
| 1.2 [-5.35,0] |]—0.19,0.34] | ]-13.65,13.25] | —-2.21 \
| 1.3 ] [-5.27,0.01] |]—0.19,0.34] | ]-12.76,12.29] | —2.10 |
| 1.4 | [-5.18,0.03] |]—0.19,0.34] | ]—20.23,19.88] | —2.01 \
| 1.5 [-5.09,0.05] |]—0.19,0.34[ | ]-51.51,51.14] | —1.95 \
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Tabela 3.21: Intervalos I (py), Lemin (P2) € Lemax (p2) € max Ik (ps)

O estudo efectuado para valores superiores de p,, confirma a tendéncia de resultados
verificada para py = 1.2+ 0.1n, n = 1,...,4: o aumento progressivo tanto de max I (py)
como de min [ (py), a diminuigao da amplitude de I (p,) e o0 aumento do valor maximo de
I (pa)-

A partir de py = 2.4 comega entao a tornar-se mais evidente a diminui¢ao da amplitude
do intervalo Icmax (p). As Tabelas 3.22 e 3.23 apresentam os resultados obtidos para
po=24+01In,n=1...,7,ep,=35+01In,n=1,...,7.

| pa | I(pa) | Iemin(p2) | Zemax(p2) | p1 =maxIk (py) |
| 2.5 | [-4.23,0.33] | ]—0.17,0.34] | ]—5.63,6.45] | —1.26 |
| 2.6 | [-4.14,0.37] | ]-0.17,0.34 | ]—6.66,7.44] | —1.19 |
| 2.7 | [-4.05,0.41] | ]—0.17,0.34] | ]—7.34,8.22 | —1.11 |
| 2.8 | [-3.97,0.45] | ]-0.17,0.34 | ]—7.40,8.11 | —1.01 |
| 2.9 | [-3.88,0.49] | ]-0.17,0.34 | ]-6.27,6.94] | —0.91 |
| 3.0 | [-3.80,0.53] | ]-0.16,0.34[ | ]—4.92,5.55] | —0.82 |
| 3.1 ] [-3.71,0.57] | ]—0.16,0.34 | ]—3.80,4.39] | —0.74 |

Tabela 3.22: Intervalos I (py), Lemin (P2) € Lemax (p2) € max Ik (ps)

‘92‘ I(py) ‘ Ie min (p2) | Ie max (p2) | maXIK(ﬂ2)|
| 3.6 | [-3.28,0.80] | ]—0.16,0.34] | ]—2.19,1.37[ | —0.34 |
| 3.7 | [-3.19,0.85] | ]—0.16,0.34[ | ]—2.01, 1.47[ | —0.28 |
| 3.8 | [-3.10,0.90] | ]—0.16,0.34 | ]—1.35,1.06] | —0.24 |
| 3.9 | [-3.02,0.95] | ]—0.15,0.34[ | ]—1.27,1.18] | —0.12 |
| 4.0 | [-2.93,1.00] | ]-0.15,0.34] | ]—-2.47,2.39] | —0.05 |
| 4.1 | [-2.84,1.05] | ]-0.15,0.34 | ]—0.64,1.01] | 0.04 |
| 4.2 | [-2.76,1.10] | ]-0.15,0.34 | ]—0.54,0.78] | 0.11 |

Tabela 3.23: Intervalos I (py), Iemin (P2) € Iemax (p2) € max I (po)

Para py, = 4.3 tem-se I (4.3) = [—2.67,1.16]. Para p; = max/ (4.3) = 1.16 o sistema
ligado (3.23) tem o ponto periédico (z*,y*) de periodo 4 (Fig. 3.33 a,b) cuja 6rbita
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a=1.67, b 1.97, parametros de Ilgag:ao1 16 € 4.30
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Figura 3.33: Ligacao bidireccional em (3.23): (a,c) séries temporais, (b,d) atractores per-
i6dicos

O (x*,y*) é constituida por

(yf) = (-0.8632,-1.235), (z3,45) = (1.085,1.039)
(z3,93) = (0.4956,0.8999) e (zj,vs) = (1.614,1.863).

O erro de sincronizacao oscila entre os valores —0.3718, —0.046, 0.4043 e 0.249.

Para py, = 4.4 tem-se I (4.4) = [—2.58,1.22]. Para p; = max/ (4.4) = 1.22 o sistema
ligado (3.23) tem o ponto periddico (z*,y*) de periodo 12 (Fig. 3.33 c,d). O erro de
sincronizacao tem valor minimal —0.504 e valor maximal 0.6685. Ocorre também com-
portamento periédico em p; = max I (py) para grande nimero de valores de py tomados
acima de 4.4. Seguem-se algumas tabelas (Tabelas 3.24 e 3.25) agrupadas pelos valores
de py acima de 4.4 em que ocorre comportamento periédico em p; = max I (py) com
o mesmo perfodo. Em alternativa ao intervalo I. max (p), é agora possivel indicar nas

ultimas colunas os valores maximal € (py) e minimal e (py) do erro de sincronizagao para



| P2 ‘ I (ps) | ITe ymin (p2) | = max Ik (py) | e(p2) ‘ € (pa) ‘
| 4.5 | [-2.50,1.27] | ]-0.15,0.34[ | 0.29 | —0.3922 | 0.4255 |
| 4.6 | [-2.41,1.32] | ]-0.15,0.35] | 0.36 | —0.4125 | 0.4460 |
| 4.7 ] [-2.33,1.38] | ]-0.14,0.35] | 0.47 | —0.4177 | 0.4512 |
| 4.8 | [-2.24,1.43] | ]-0.14,0.35] | 0.55 | —0.4437 | 0.4774 |
| 4.9 | [-2.15,1.49] | ]-0.14,0.35] | 0.63 | —0.4498 | 0.4836 |
| 5.0 | [-2.07,1.54] | ]-0.14,0.35] | 0.72 | —0.4851 | 0.5191 |
| 5.2 | [~1.89,1.65] | ]—0.14,0.35] | 0.84 | —0.5444 | 0.5787 |
| 5.4 | [-1.72,1.76] | ]-0.14,0.35] | 1.02 | —0.6431 | 0.6777 |
| 5.5 | [-1.63,1.81] | ]—0.14,0.35] | 1.08 | —0.9134 | 0.9482 |
| 5.6 | [~1.55,1.87] | ]-0.13,0.35] | 1.14 | —0.8898 | 0.9248 |
| 5.7 | [~1.46,1.92] | ]-0.13,0.35] | 1.24 | —0.8012 | 0.6243 |
| 5.8 | [-1.37,1.98] | ]-0.13,0.35] | 1.96 | —0.5564 | 0.3474 |
Tabela 3.24: Pontos de periodo 4 para p; = max Ik (py)
| oo | I(pe) | Iemin(p2) | pr=maxIx(ps) | e(ps) [ Elpa) |
| 5.9 [~1.29,2.05] | ]-0.13,0.35] | 2.03 | —0.6132 | 0.3725 |
| 6.0 | [~1.20,2.12] | ]-0.13,0.35] | 2.09 | —0.2143 | 0.2143 |
| 6.1 ] [-1.11,2.19] | ]-0.13,0.35] | 2.16 | —0.2150 | 0.2150 |

Tabela 3.25: Pontos de perfodo 2 para p;

= max I (ps)

Nota-se que para alguns dos valores de py da Tabela 3.23 também se observa compor-
tamento periédico em p; = min I (py): periodo 12 para p, = 4.7, periodo 6 para py, = 4.8,
periodo 4 para py = 4.9 e periodo 3 para p; = 5.0, py =5.2 e p, =5.4.

Para py = 5.1 tem-se I (5.1) = [-1.98,1.60] e, quando p; = max I (5.1) = 1.60, observa-
se comportamento periédico de periodo 20 com € (5.1) = 0.8381 e ¢ (5.1) = —0.6374. Para
py = 5.3 tem-se I(5.3) = [-1.81,1.71] e, quando p; = max[ (5.3) = 1.71, observa-se
comportamento periédico de periodo 24 com € (5.3) = 0.9840 e ¢(5.3) = —0.7463. Para

pp =min[ (5.3) = —1.81 também se observa comportamento periédico de periodo 3.
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a=1.67, b=1.97, parametros de ligacdo 2.33 e 6.30
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Figura 3.34: Ligacao bidireccional em (3.23): (a) séries temporais, (b) atractor periédico

Quando p, = 6.3 obtem-se sincronizagao prética em (3.23) (Fig. 3.34 a,b) para todos
os valores do parametro p; no intervalo I (p,), ou seja, Ix (py) = I (py). O mesmo acontece
para py > 6.3.

O estudo computacional para valores de py acima de 6.3 revela observacoes anédlogas
as obtidas para os valores positivos de p, ja descritos.

Em py = 16.7 obtem-se o primeiro valor de p, para o qual é alcancada estabilizagao
do erro de sincronizagdo em (3.23) para valores de p; num intervalo fechado 14 (py) C
Ik (py) = I(py). Tem-se I (16.7) = [8.05,9.54]. Para p; = minI (16.7) = 8.05 o sistema
ligado (3.23) tem um ponto periédico (z*,y*) estavel de periodo 4 (Fig. 3.35 a,b) cuja

érbita O (z*,y*) é constituida por

(z%,yf) = (—0.3566,—0.3426), (a3, 45) = (1.544,1.856)
(x5, %) = (0.06573,0.1458) e (af,yl) = (1.717,2.056).

Como tal o erro de sincronizagao oscila entre os valores 0.014, 0.312, 0.08007 e 0.339.
No entanto, em p; = max [ (16.7) = 9.54, o erro de sincronizagao estabiliza no valor
€(py) = e(py) = 0.1502 a partir de um nimero muito elevado de iteracoes (Figs. 3.36
obtida para N = 28000).
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a=1.67, b=1.97, parametros de ligagao 8.05 e 16.70
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Figura 3.35: Ligacao bidireccional em (3.23): (a) séries temporais, (b) atractor periédico

a=1.67, b=1.97, parametros de ligagédo 9.54 e 16.7
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Figura 3.36: Ligagao bidireccional em (3.23): hiperplano de sincronizagao
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Seja F a transformagao bidimensional

F(z,y) = (a*SCZ+p1(w*y)2,b*y2+p2(w*y)2>

obtida do sistema ligado (3.23). Os pontos fixos de (3.23) sao as solugdes da equagao
F(x,y) = (x,y). Averiguamos a estabilidade local dos pontos fixos pelo estudo dos valores
préprios da matriz Jacobiana de F,
2m (z—y) =22 =2p;(z —y)
DF¥(z,y) =
2p2(x—y) 2y —2py(x—y)

calculada em cada um deles. Para p; = 9.54 e p, = 16.7 os pontos fixos encontrados sao
P (—1.9612,—-2.1114) e P(0.9612,1.1114).

O ponto fixo P; é instdvel dado que os seus valores préoprios, A1 = Ay = 2.9972+0.06957
tém mddulo superior a 1,
|A1] = |Ag| = 2.9980.

O ponto fixo P é estavel dado que os seus valores préprios, A1 = Ay = —0.9972 + 0.0695¢
tém maédulo inferior a 1,
|A1] = |Ag| = 0.9996.

No entanto, p; = 9.53 é o primeiro valor de p; para o qual é alcangada estabilizagao
do erro de sincronizagao, embora este estabilize no valor € (py) = e (py) = 0.1504, superior
a 0.1502 obtido para p; = 9.54. Contudo, a estabilizacao do erro ocorre a partir de um
nimero menos elevado de iteragdes que o observado para p; = 9.54 (aproximadamente
2119 iteragoes).

Em py = 31.0 encontra-se o primeiro valor inteiro de p, para o qual é alcangada
estabilizagao do erro de sincronizacdo para todos os valores de p; no intervalo I (p,), ou
seja, para o qual 14 (py) = I (py). Tem-se I (py) = I4 (py) = [20.42,21.55] em que o erro
estabiliza em e = 0.283 com x = 1.368 e y = 1.669 para p; = 20.42, e estabiliza em
€(pg) =e(py) =0.172 com = = 1.099 e y = 1.271 para p; = 21.55.

A nota seguinte estabelece a possibilidade de obter estabilizagdo do erro de sincroniza-

cao.

Nota 13 Para cada py € [16.7,30.9] existe um intervalo fechado I (ps) C I (py) de valo-
res de p; para o qual é atingida estabilizacao do erro de sincronizac¢ao num valor proximo
de 0. Para cada py € [31.0,59.4] é atingida estabilizagao do erro de sincronizag¢do num

valor préximo de 0 para todo o py € I (py).
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A Tabela 3.26 apresenta os resultados obtidos para alguns valores de py superiores a

16.7 e inferiores a 31.0 para os quais 14 (py) C I (ps).

| o2 | T(p) | ILa(p) | 2(p2) | elpa) |
| 17.0 | [8.31,9.79] | [9.76,9.79] | 0.1506 | 0.1512 |
| 18.0 | [9.18,10.63] | [10.51,10.63] | 0.1542 | 0.1518 |
| 20.0 | [10.91,12.63] | [12.02,12.63] | 0.1544 | 0.1609 |
| 30.0 | [19.55,20.69] | [19.56,20.69] | 0.1706 | 0.2737 |

Tabela 3.26: Intervalos I4 (py) C I (py) e valores extremos de e

Para os valores de py na Tabela 3.26 observa-se comportamento periédico em p; =
min I (py): periodo 4 para (pq, ps) = (8.31,17.0) com erro a oscilar entre 0.3379, 0.01878,
0.3149 e 0.07486, periodo 2 para (p;, ps) = (9.18,18.0), (py, p2) = (10.91,20.0) e (py, p2) =
(19.55,30.0) com erros minimo e maximo dados, respectivamente, por 0.04583 e 0.3286,
0.06092 e 0.3341 e 0.2701 e 0.299.

A Tabela 3.27 apresenta os resultados obtidos para alguns valores de py superiores a

31.0 e inferiores a 59.0, para os quais 14 (py) = I (py).

| P2 | I(pQ) =14 (p2) €min I(p,) | €max I(p,)

| ) |
| 32.0 | [21.28,22.34] | 0.2954 | 0.1754 |
| 33.0 | [22.15,23.19] | 0.2936 | 0.1771 |
| 35.0 | [23.88,24.91] | 0.3054 | 0.18 |
| 40.0 | [28.20,29.10] | 0.3536 | 0.1927 |
| 50.0 | [36.85,37.26] | 0.5229 | 0.2562 |
| 55.0 | [41.17,41.49] | 1.122 | 0.298 |
| 58.0 | [43.78,43.87] | 0.9891 | 0.4538 |
| 59.0 | [44.70,44.74] | 0.5562 | 0.4682 |

Tabela 3.27: Intervalos 14 (py) = I (py) e valores extremos de e

Para p, = 59.0 tem-se I (59.0) de amplitude muito reduzida, 0.04. O estudo efec-
tuado para p, = 59.1 e py = 59.1 revela intervalos I (py) de amplitude 0.003 e 0.002,

respectivamente (Tabela 3.28).

| P2 | I p2) _IA p2 ‘ emln[ (p2) | emaxl (p2) ‘
| 59.1 | [44.80,44.83] | 0.5222 | 0.4651 |
| 59.2 | [44.88,44.90] | 0.5426 | 0.4958 |
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a=1.67, b=1.97, parametros de ligagao 45.06 e 59.40
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Figura 3.37: Ligagao bidireccional em (3.23): (a) séries temporais, (b) hiperplano de
sincronizacao

Tabela 3.28: Intervalos I4 (py) = I (py) e valores extremos de e

Para p, = 59.3 e py = 59.4 existe um tnico valor de p; para o qual ocorre estabilizagao
do erro de sincronizagao, a saber, p; = 44.97 com e = 0.5365 e p; = 45.06 com e = 0.5307,
respectivamente (Fig. 3.37 a,b). Para p, = 59.5 néo foi encontrado qualquer valor de p;

para o qual a diferenca y — x fosse limitada.

3.4 Generalizacao da ligacao em configuragao unidireccional

Considere agora a ligacao unidireccional dos sistemas

Tpy1 = f(2n;a) Tp+1 = A — LE%
(330) 2 = 2 2
Yn+1 = f(yma) +,0(5En _yn> Ynt+1 =0 — Y, +,0(5En _yn>

Embora o parametro de controle das transformacoes a—z2 e a—y2 seja o mesmo, a ligacio

é assimétrica.
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3.4.1 Andlise da dindmica do sistema ligado

Considere a > a* ~ 1.565. Os pontos fixos do sistema ligado (3.30) sdo as solugoes

da equagao F(x, y) = (z,y) para a transformagao bidimensional F definida por

F(z,y) = (a—m2,a—y2+p(1’—y)2>.

Denotando 1/4 4+ a por A, os pontos fixos de (3.30) sao
1 1 1 1
P <_§+¢z,_§+¢z> ¢ P <___f,_-_ A)
sobre a diagonal principal e, para p # 1, também

Ps <1+\/Z,1+&1\/Z> e Py <1 *\/_,*1 &1&>

2 2 p—1 2 p
fora da diagonal. Para p = 1, além dos pontos P; e P5, (—1/2,y) sdo também pontos fixos,
para qualquer valor real de y e a = —1/4. Para os valores de a em estudo, os pontos P,
Py, P;3 e Py s@o os dnicos pontos fixos de (3.30). Todos estes pontos estdo bem definidos
como numeros reais dado que a > —1/4.

A matriz Jacobiana de F,

~ —2x 0
DF(xz,y) =
(:9) 2p(x—y) —2y—2p(z—y)

tem por valores préprios
AM=-2z e A =-2y—2p(x—y).

Os pontos fixos P; e P, sdo sempre instdvel para os valores de a em estudo, pois os
respectivos valores préprios reais (note que a > —1/4), 1 —/1+4a e —1 + /1 + 4a de
multiplicidade algébrica 2, tém mdédulo inferior a 1 apenas para —1/4 < a < 3/4. Os
pontos fixos P3 e P, sdo sempre instdvel para os valores de a em estudo, pois o valor
préprio real 1 — /1 + 4a tem médulo inferior a 1 apenas para —1/4 < a < 3/4 e o valor
préprio real 1++/1 + 4a tem médulo superior ou igual a 1 para todo a > —1/4. Conclui-se
assim que o sistema ligado ndo possui pontos fixos atractores.

Segue-se o diagrama de bifurcagao (Fig. 3.38) de (3.30) para p € [—400,400] com

a = 1.97, que evidencia o comportamento caético.
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Sistema ligado

476 150 125 00 75 50 25 0o 25 50 75 00 125 150 175 200 225
rho

Figura 3.38: Diagrama de bifurcac¢do do sistema ligado (3.30) para p € [—18,23] com
a=197

3.4.2 Estabilidade local da sincronizacao

Seja a > a* ~ 1.565. A diferenca y — = para o sistema ligado (3.30) evolui pela

equacao as diferencas
Yn+1l — Tptl = $121 - yr% +p(zn — yn)2 .
A equagdo yp+1 — Tnt1 = 0 € equivalente a
Yn=2Tn NV  ZTn+Yn+p(Tn—yn) =0.

Conforme mostra a andlise da diferenca y — x entre as varidveis, e é confirmado pelas sim-

ulagoes computacionais que se relatam em secgao posterior, é vilida a proposicao seguinte.

Proposigao 3.4.1 Fizados um valor de a e condi¢des iniciais xq e Yo, existe um valor de
p para o qual é alcangada sincronizagao assimptdtica estdvel em (3.30) dado por

_ To Tt Yo

Cyo—zo
Além disso, para cada valor fizo p do pardmetro de ligagdao, existe um intervalo I(a, p) de
condigoes iniciais o para as quais é obtida sincronizacdo assimptdtica estdvel sempre que

é tomada a condicao inicial
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no sistema resposta, excepto em valores isolados onde existe limita¢ao da diferenca y — x

mas nao é necessariamente alcancada sincroniza¢ao pratica.

Considerando as varidveis (3.10) que definem a direc¢ao de sincronizagio u que carac-

teriza o subespaco

Mz{(x,y)€R2|m:y}

e a direcgao v transversal a esta, o sistema (3.30) é reescrito como

1
Un1 =20 =5 (u +v2) + pv2
(3.31)

Up+1 = —UpUp + pv%.
No célculo dos pontos fixos do sistema transversal tem-se
v[pv —1—u] =0.

A anulacao de v corresponde & sincronizacao entre as varidveis x e ¢, embora a trajectoria
se situe na direcc¢ao de sincronizagao u. O sistema transversal (3.31) tem entdo os pontos

fixos sincronizados (v = 0)

P (u1,v1) = (=1 —v1+44a,0) e Pj(uz,v2)=(—1++1+4a,0),

o0s j4 encontrados para as ligagoes em (3.13) e (3.24) de transformagoes idénticas com um

s6 pardmetro p ou parametros distintos p; e py , € ainda os pontos fixos

p—1

1
Pé (U3,Q)3) = <—1 + <1 + ﬁ) vV 1 +4a,

1 1
Pli(u4,’l)4): <—1— <1+ﬁ> \/1+4a,fp\/1+4a>

sempre que p — 1 # 0. Para p = 1, (3.31) tem como pontos fixos, além dos pontos fixos
sincronizados Pj (u1,v1) e Pj(ug,v2), (v — 1,v) sdo também pontos fixos de (3.31) para
a = —1/4. Para os valores de a em estudo, os pontos P|, Py, Pj e P| sdo os tinicos pontos
fixos de (3.31). Todos estes pontos estdao bem definidos como nimeros reais dado que
a>-—1/4.

A matriz Jacobiana

| u v+ 2pv
J(u,v)—[_v —u+2pv}
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da transformacao bidimensional

1
K(u,v) = <2a -3 (u2 + v2) + pv?, pv? — uv> ,
definida por (3.31), tem por valores préprios
Ar=pv—ut|v|\/pP+1-2p=pv—utv|p—1|.

No entanto, num ponto fixo sincronizado tem-se

T (u,0) = [ _0“ 0 }

—Uu

com um unico valor préprio de multiplicidade algébrica 2, o nimero real —u. O ponto fixo
P| & sempre instavel pois o valor préprio 1++/1+ 4a de J (u1,0) verifica ‘1 + M| >1
para todo a > —1/4. A matriz J (ug,0) tem 1—+/1 + 4a como valor préprio e o seu médulo
é inferior a 1 apenas quando —1/4 < a < 3/4. Como tal o ponto fixo Pj também ¢ instével
para os valores de a em estudo.

A nao existéncia de pontos fixos sincronizados estaveis no sistema transversal implica

que nao é esperada sincronizagao localmente estével dos sistemas pela ligagao em (3.30).

Observagao 14 A direc¢io u de ug mantém-se estdvel para —1/4 < a < 3/4. O sistema
transversal (3.31) tem entdo um ponto fixo estavel para a € |—1/4,3/4], e qualquer que
seja a forca de ligacdo p, na vizinhan¢a do qual é esperada sincronizacdo idéntica dos
sistemas. Nota-se que neste intervalo de variacdo de a, as transformagédes componentes
do sistema ligado (3.30) sao periddicas. E obtida sincronizacio assimptdtica periddica no
sistema ligado (3.30), para quaisquer forcas de ligagdao p, sempre que a toma valores no
intervalo |—1/4,3/4].

Em a = 3/4 o ponto fixzo P} sofre uma bifurcagio de duplica¢io de periodo dado que
Ay = —1. Por esta bifurcagio o ponto fizo Pj torna-se instdvel na direc¢ao transver-
sal v (tipo sela). Este ponto sela sofre ainda bifurcagées numa cascata de duplicagdo de
periodo e, para valores de a suficientemente grandes, é obtido caos sincronizado instdvel
mergulhado em caos assincronico.

Por outro lado, estudo dos expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.31) con-
firma o exposto. Para —1/4 < a < 3/4 o expoente de Lyapunov transversal, assim como
o tangencial, é negativo. Quando as oscilagdes cadticas sao sincronicas, o vector proprio
do expoente de Lyapunov tangencial \, é tangente ao subespaco simétrico x = y. Sendo

A < 0 as oscilacoes sao periddicas.
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Sistema transversal
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Figura 3.39: Expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.27) versus p para p €
[—45,45] com a = 1.97

Se o parametro de controle a toma valores que correspondem a comportamento cadtico,
o expoente de Lyapunov transversal, assim como o tangencial, é positivo apds um certo
nimero de iteragoes (do sistema transversal). De facto, considerando a = 1.97 tem-se
(3.31) dado por

1
Up+1 = 3.94 — 3 (u?Z + U%) + pv2

Upn+1 = —UpUp + pva.
A Figura 3.39 apresenta os expoentes de Lyapunov do sistema transversal (3.31) para
upg = 0.15 e v9p = 0.05. Sendo A, > 0 as oscilagbes sincrénicas nao sao transversalmente

estdveis e nao ¢é alcancada sincronizacao estével.

3.4.3 Abordagem computacional

Seguem-se alguns graficos que ilustram o estabelecido na Proposicao 3.4.1 por anélise
da diferenca y — x entre as varidveis x e y.

Considere o pardmetro de controle a = 1.97. Para as condigoes iniciais diferentes
xg = 0.1 e yop = 0.2, a relagdo xo + yo + p (o — yo) = 0 conduz-se a p = 3. A simulagio
computacional com N = 1000 iteractes a partir destas condi¢oes iniciais confirma que é
alcangada sincronizagao assimptdética estdvel para este valor de p (Fig. 3.40 a,b).

Ainda para a = 1.97, considere fixo o valor do parametro de ligagdo em p = 3. Existe

um intervalo 1(1.97,3) = [—1.5, 1.5] de condigdes iniciais zp, considerando o passo de uma
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a=1.97, parametro de ligagédo 3
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Figura 3.40: Ligacao unidireccional em (3.30): (a,c,e) séries temporais, (b,d) hiperplanos
de sincronizagao, (f) atractor cadtico

décima, para as quais é obtida sincronizagao assimptética estdvel sempre que é tomada
a condicao inicial yg = 2z no sistema resposta, excepto em valores isolados, de que é
exemplo zg = +1.3, xg = £1.0, 9 = £0.6 e g = +0.2, onde existe limitacao da diferenca
1y — « mas nao é alcangada sincronizagao pratica. Também para xg = —1.5 + 0.1n, com
n=1,...,4, existe limitagao da diferenga y —x mas néo é alcancada sincronizagao prética.
Para g > 1.9 ou xg < —1.9 observa-se explosdo para infinito. Apresentam-se os gréficos
obtidos com g = 1.5 e yo = 3.0 (Fig. 3.40 ¢,d) e com x¢p = 1.3 e yp = 2.6 (Fig. 3.40 e,f).
Uma pequena alteragao do valor de a traduz-se em alteracao do intervalo I(a,3). De
facto, considerando a = 1.98 tem-se 1(1.98,3) = [—1.4,1.4]. Para g = £1.3, 0 = £1.2 ¢

xp = 0.3 existe limitagdo da diferenca y — x mas nao é alcancada sincronizagao prética.
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Capitulo 4

Conclusoes

Tempo continuo. A ligacdo unidireccional por aplicacdo de sinal de controle como
feedback negativo deslocado permitiu obter condigoes suficientes para sincronizacao glob-
almente estdvel entre sistemas de Lorenz idénticos e cadticos, com base na majoragao da
derivada de uma fun¢éo de Lyapunov apropriada. Consideramos a substitui¢cao completa
da varidvel x1 pela sua correspondente xo em todos os termos nao-lineares da resposta e,
em dois dos casos, essa substituigdo foi parcial (em apenas alguns termos nao-lineares).
Verificamos que a combinagao de controle feedback negativo com substituicao sé revela
vantagem, a obtencao que uma condi¢do muito simples, quando esta é efectuada em to-
dos os termos nao-lineares da resposta. Consideramos também a mesma ligagdo entre
sistemas de Lorenz sem qualquer substituicao e, mesmo neste caso, é obtida uma condi¢ao
que garante sincronizagao globalmente estdvel. No entanto, a abordagem com substituicao
parcial da varidvel 1 neste esquema de ligagao entre sistemas de Rossler € inconclusiva. O
estudo de uma ligagdo por decomposicao activo-passivo entre sistemas de Lorenz idénticos
e cadticos, pela mesma abordagem, conduz a uma condigao suficiente para sincronizacao
globalmente estdvel. Com outros dois sinais condutores sdo igualmente obtidas condigdes.
Entre sistemas de Rossler idénticos e caéticos, quando o controle feedback negativo nao é
deslocado, apenas fica garantida a estabilidade assimptdtica local do estado cadtico sin-
crénico. Concluimos ainda que com outros sinais de controle sem deslocamento nao é
obtida sincronizacao assimptoética entre estes sistemas, mesmo em casos em que se pro-
cede a substituigdes parciais de varidveis. Em ligacdo difusiva linear bidireccional total
de sistemas de Rossler idénticos e cadticos, estabelecemos a Proposicao 2.3.2 onde nao
¢é considerada qualquer substituicao parcial e a Proposicao 2.3.3 onde tal ocorre. Estas
Proposigoes contém condigoes suficientes para sincronizagao globalmente estdvel. Se a
ligagao é parcial, nao é garantida qualquer condigao suficiente.
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A Proposigao 2.3.1 permitiu obtermos condi¢Ges suficientes para sincronizagao glob-
almente estdvel pela ligacdo unidireccional por controle feedback negativo e pela ligacao
difusiva linear bidireccional entre sistemas de Lorenz idénticos e cadticos, em combinacao
com substituicao parcial da varidvel x5 por x; apenas nos termos nao-lineares do sistema
resposta. Verificamos que tal ndo é possivel quando esta substituicao nao é efectuada.
Quando consideramos esta ligagdo entre sistemas de Rossler idénticos e cadticos, nao é
possivel aplicar esta Proposicao, efectuando ou nao a substitucéo parcial de varidveis no
termo nao-linear da resposta. Ainda entre sistemas de Lorenz idénticos e cadticos, a mesma
Proposigao garante sincronizacao globalmente estdvel quando é transmitida como subsis-
tema sinal condutor a componente x1 do sistema transporte para a resposta. A Proposicao
2.3.1 nao é aplicdvel quando sao consideradas outras componentes como subsistema sinal
condutor entre estes sistemas. No caso de transmissao entre sistemas de Rossler idénticos
e cadticos, também esta proposicao nao é aplicdvel, quaisquer que sejam as componentes
usadas como subsistema sinal condutor.

Em sincronizacao generalizada, obtemos uma ligacdo por funcao de controle entre o
sistema de Rossler cadtico e o sistema de Rossler hipercadtico. Estes dois sistemas tém

dimensoes diferentes.

Tempo discreto. A ligacao de transformagoes quadraticas nao-idénticas, pela ligacao
original obtida da familia de transformagoes quadraticas complexas analiticas, nao con-
duz a sincronizacao assimptética nem pratica no sentido de Kapitaniak. Para o valor do
parametro de ligacdo ao qual corresponde menor variagao da diferenga entre as varidveis
dindmicas aplicamos uma técnica de controle de caos. Encontramos uma lei de controle
feedback linear para o parametro de ligagdo com a qual fica garantida a sincronizacao
pratica entre as trasformacoes caéticas. No caso particular de transformagoes idénticas,
obtemos a Proposicao 3.2.1 que garante sincronizagao assimptética estdvel em determi-
nados intervalos quando as condi¢Ges iniciais verificam 39 = —x. Concluimos ainda que
existem intervalos de variagao do pardmetro de ligagao onde ocorre sincronizacao préatica
estavel.

A consideragao de parametros de ligagao distintos entre os sistemas permite obter re-
sultados de sincronizacao néo verificados com um tnico parametro. Entre transformacoes
idénticas, estabelecemos a Proposicao 3.3.1 que garante sincronizagao assimptética es-
tdvel ou sincronizacao prética estdvel numa sequéncia de intervalos de valores de cada
um dos parametros de ligacdo, quando estes verificam uma certa relagao dependente das

condicoes iniciais estabelecidas. Para um dos pardmetros de ligagao, concluimos ainda
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que existem intervalos de valores do outro pardmetro para os quais estd garantida a
sincronizagao pratica. Entre transformacoes nao-idénticas, estabelecemos as variacoes
de um dos pardmetros para as quais existem intervalos de valores do outro pardmetro
em que é alcancada sincronizacao prdtica. Em configuracao unidireccional, obtemos a
Proposicao 3.4.1que garante a existéncia de sincronizacao assimptoética estdvel para val-
ores do parametro de ligacao que sao fungéo das condicoes iniciais. Além disso, para cada
parametro de ligacao p tomado existe uma intervalo de condicoes iniciais xg para as quais
¢é obtida sincronizacao assimptdética estdvel sempre a outra condigao inicial verifica uma

certa relagdo entre xg e p.

Pretendemos aprofundar o trabalho efectuado aplicando as ligacGes estudadas em
tempo discreto a outras transformagdes reais unidimensionais. Uma outra generaliza-
¢ao da ideia original de Pecora e Carroll é a de sistemas transporte/resposta sincronizados
em cascata. Um outro sistema resposta ¢ simplesmente acrescentado na forma de cascata
ao esquema original de transporte/resposta de Pecora-Carroll. Uma abordagem deste tipo
pode ser analisada no &mbito destas ligagoes. Também as vantagens ou nao de conducao
esporadica, em vez de substiticao completa ou parcial nos termos nao-lineares da resposta,
podem ser ainda pesquisadas. A consideracao de baixo ruido também pode ser um assunto
a estudar. Embora o valor da entropia topolégica seja, em geral, mais dificil de calcular
do que o valor estimado dos expoentes de Lyapunov, consideramos interessante tentar a

sua utilizagao para uma melhor compreensao das ligagoes estudadas nesta tese.
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